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基础 ， 培 养 学 生理 论 联系 实际 ， 用 其 所 掌握 的 知识 和 技术 解决 实际 问题 的 能 力 。 本 书 重点 
突出 ， 内 容 简 单 扼要 ， 既 方便 教师 教学 ， 也 方便 学 生 自 学 。 本 书 为 土木 工程 专业 学 生 编写 ， 
未 编写 动力 学 部 分 。 
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1.1 结构 力学 的 研究 对 象 、 任 务 和 学 习 方 法 


建筑 物 和 工程 设施 中 承受 、 传 递 荷载 而 起 骨架 作用 的 部 分 称 为 工程 结构 ， 简 称 结构 。 
如 图 1-1 所 示 是 一 些 结构 的 外 形 ， 其 中 图 1-1(a) 为 高 层 建筑 结构 ， 图 1-1(b) 为 水 利 枢纽 工程 


结构 ， 图 1-1(c) 为 桥梁 结构 。 结 构 通 常 是 由 许多 构件 联结 而 成 的 ， 如 梁 、 柱 、 杆 、 


(a) 上 海 浦东 陆家嘴 (c) 杭 州 湾 跨 海 大 桥 
图 1-1 工程 结构 示例 
为 了 使 结构 既 能 安全 、 正 常 地 工作 ， 又 能 符合 经 济 的 要 求 ， 就 需 对 其 进行 强度 、 刚 度 


屋 架 等 。 


和 稳定 性 的 计算 。 这 一 任务 是 由 “材料 力学 ”“ 结 构 力学 ”“ 弹 性 力学 ”等 几 门 课程 共同 来 


承担 的 。 在 材料 力学 中 主要 研究 单个 杆 件 的 计算 ; 结构 力学 则 在 此 基础 上 着 重 研 究 由 杆 件 


所 组 成 的 结构 ; 弹性 力学 将 对 杆 件 作 更 精确 的 分 析 ， 并 将 研究 板 、 壳 、 块 体 等 非 杆 状 结构 。 


当然 ， 这 种 分 工 不 是 绝对 的 ， 各 课程 间 常 存在 互相 渗透 的 情况 。 


chapter 虑 
01 


构 力学 


如 上 所 述 ， 结 构 力学 的 研究 对 象 主要 是 杆 系 结构 。 具 体 来 说 ， 结 构 力学 的 任务 包括 以 
下 几 个 方面 。 

(1) 研究 结构 的 组 成 规律 和 合理 形式 等 问题 。 

(2) 研究 结构 内 力 和 变形 的 计算 方法 ， 进 行 结构 的 强度 和 刚度 的 验算 。 

(3) 研究 结构 的 稳定 性 计算 以 及 在 动力 荷载 作用 下 的 结构 反应 。 

结构 力学 是 一 门 技术 基础 课 。 该 课程 一 方面 要 用 到 “高 等 数学 ”“ 理 论 力学 ”“ 材 料 力 
学 ”等 课程 的 知识 ， 另 一 方面 又 为 学 习 钢筋 混凝土 结构 、 钢 结构 、 砌 体 结构 、 桥 梁 、 隧 道 
等 专业 课程 提供 必要 的 基本 理论 和 计算 方法 。 因 此 ， 结 构 力 学 是 一 门 承 上 启 下 的 课程 ， 它 
在 结构 、 水 利 、 道 路 、 桥 梁 及 地 下 工程 等 各 专业 的 学 习 中 占有 重要 地 位 。 

学 习 结构 力学 课程 时 要 注意 它 与 先 修 课程 的 联系 。 对 先 修 课 的 知识 ， 应 当 根 据 情况 进 
行 必要 的 复习 ， 并 在 运用 中 得 到 巩固 和 提高 。 只 有 牢固 地 掌握 结构 力学 课程 所 涉及 的 基本 
理论 和 基本 方法 ， 才 能 为 后 继 课程 的 学 习 莫 定 坚实 的 基础 。 

在 学 习 中 必须 贯彻 理论 与 实际 相 结 合 的 原则 。 要 注意 结构 力学 的 理论 是 怎样 服务 于 工 
程 实际 的 ， 要 留心 观察 实际 结构 ， 了 解 它们 的 构造 ， 分 析 它 们 的 受 力 特点 ， 并 考虑 怎样 用 
所 学 的 理论 、 方 法 解决 其 力学 分 析 问 题 。 只 有 联系 实际 学 习 理论 ， 才 能 培养 用 所 学 知识 去 
解决 实际 问题 的 能 力 。 

学 习 时 要 注意 多 练 。 做 题 练 习 ， 是 学 好 结构 力学 的 重要 环节 。 要 做 足够 数量 的 习题 ， 
才 可 能 掌握 其 中 的 概念 、 原 理 和 方法 。 但 要 注意 以 下 两 点 。 

(1) 做 题 前 一 定 要 看 书 复习 ， 搞 清 概念 及 解 题 思路 ， 抓 住 方法 的 本 质 、 要 点 。 按 例题 照 
搬 照 套 ， 急 于 完成 作业 而 不 经 过 自己 的 思考 ， 不 会 有 多 少 效果 。 

(2) 作业 要 条 理 清晰 、 整 洁 、 严 谨 , 要 培养 对 所 得 结果 进行 合理 校 核 的 能 力 ; 发 现 错误 ， 
要 及 时 总 结 ， 找 出 原因 ， 这 样 才能 吸取 教训 ， 逐 步 提高 。 


1.2 ”和 荷载 的 分 类 


荷载 是 作用 在 结构 上 的 主动 力 。 

结构 的 自重 、 作 用 在 结构 上 的 土 压力 、 水 压力 、 风 压力 以 及 人 群 重量 、 承 载 物 重量 等 
都 是 使 结构 产生 内 力 和 变形 的 外 力 ， 它 们 是 作用 在 结构 上 的 荷载 。 此 外 ， 温 度 变化 、 支 座 
移动 、 制 造 误差 等 其 他 因素 的 作用 也 会 使 结构 产生 内 力 和 变形 。 从 广义 上 说 ， 这 些 因素 可 
视 为 作用 在 结构 上 的 广义 荷载 。 

合理 地 确定 荷载 ， 是 结构 设计 的 重要 环节 。 对 荷载 估计 过 大 ， 结 构 的 设计 尺寸 势必 偏 
大 ， 材 料 性 能 将 得 不 到 充分 发 挥 ， 造 成 浪费 ， 对 荷载 估计 过 小 ， 则 设计 的 结构 不 安全 。 通 
常 应 按 国 家 颁布 的 有 关 规 范 确定 荷载 。 对 特殊 的 结构 ， 设 计 荷 载 应 通过 理论 分 析 和 实验 验 
证 来 最 终 确 定 。 

土建 、 水 利 、 道 桥 工 程 中 的 荷载 ， 除 广义 荷载 外 ， 根 据 其 不 同 的 特征 ， 可 有 不 同 的 分 
类 方法 。 


1.2.1 按 荷 载 分 布 情 况 分 类 


按 分 布 情况 ， 和 荷载 可 分 为 以 下 两 类 。 
1. 集中 荷载 


当 荷 载 与 结构 的 接触 面积 远 小 于 结构 的 尺寸 时 ， 则 可 以 近似 认为 该 荷载 为 集中 荷载 。 
在 理想 状态 下 ， 集 中 荷载 就 是 只 有 一 个 着 力 点 的 力 。 例 如 ， 吊 车 梁 上 的 吊车 轮 压 、 次 梁 对 
主 梁 的 作用 力 等 都 可 以 看 作 是 集中 荷载 。 


2. 分 布 荷载 


连续 分 布 在 结构 上 的 荷载 称 为 分 布 荷载 。 分 布 荷载 有 体 荷 载 、 面 荷载 和 线 荷载 之 分 。 
在 杆 件 结构 中 ， 分 布 荷载 简化 到 所 作用 杆 件 的 轴线 处 ， 可 用 单位 长 度 上 的 作用 力 ， 即 线 荷 
载 集 度 表示 。 当 线 荷载 集 度 为 常数 时 ， 则 称 为 均 布 荷载 。 


1.2.2 ” 按 作用 时 间 久 暂 分 类 


按 作用 时 间 久 暂 ， 荷 载 可 分 为 以 下 两 类 。 

1. 恒 载 

长 期 作用 在 结构 上 的 不 变 荷 载 称 为 恒 荷 载 ， 简 称 恒 载 。 结 构 自 重 、 结 构 上 的 固定 设备 
和 物品 的 重量 等 都 可 以 看 作 恒 载 。 

2. 活 载 

作用 在 结构 上 位 置 可 以 变动 的 荷载 称 为 活 荷 载 ， 简 称 活 载 。 人 和 群 荷载 、 风 荷载 、 雪 荷 
载 和 吊车 荷载 等 都 可 以 看 作 活 载 。 


1.2.3 ” 按 荷 载 性 质 分 类 


按 性 质 分 类 ， 荷 载 可 分 为 以 下 两 类 。 
1. 静 力 荷载 


静 力 荷载 是 指 荷载 的 大 小 、 方 向 和 作用 位 置 不 随时 间 而 变化 ， 或 虽 有 变化 ， 但 较 缓慢 ， 
不 致使 结构 产生 显著 的 冲击 或 振动 ， 因 而 可 以 略 去 惯性 力 影响 的 荷载 。 恒 载 及 风 荷 载 、 雪 
荷载 等 大 多 数 荷 载 都 可 以 视 为 静 力 荷载 。 


2. 动力 荷载 


动力 荷载 是 指 作 用 在 结构 上 ， 会 引起 结构 显著 冲击 或 振动 ， 使 结构 产生 明显 的 加 速度 ， 
因而 必须 考虑 惯性 力 的 荷载 。 地 震 荷 载 、 动 力 机 械 振 动 荷 载 、 爆 炸 冲 击 荷 载 等 都 属于 动力 
荷载 。 
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1.3 ”结构 的 计算 简 图 


在 结构 设计 中 ， 需 要 对 实际 结构 进行 力学 分 析 。 实 际 结构 总 是 比较 复杂 的 ， 要 完全 按 
照 结构 的 实际 情况 来 进行 力学 分 析 ， 将 是 很 困难 的 ， 也 是 不 必要 的 。 因 此 ， 在 计算 之 前 ， 
往往 需要 对 实际 结构 加 以 简化 ， 表 现 其 主要 特点 ， 略 去 次 要 因素 ， 用 一 个 简化 图 形 来 代替 
实际 结构 ， 这 种 图 形 就 称 为 结构 的 计算 简 图 。 

选择 计算 简 图 的 原则 如 下 。 

(1) 从 实际 出 发 。 计 算 简 图 要 反映 实际 结构 的 受 力 情况 和 主要 性 能 。 

(2) 分 清 主 次 ， 略 去 细节 。 计 算 简 图 要 便于 分 析 和 计算 。 

将 实际 结构 简化 为 计算 简 图 ， 通 常 包 括 以 下 几 方 面 的 工作 。 


1.3.1 结构 体系 的 简化 


一 般 结 构 实际 上 都 是 空间 结构 ， 各 部 分 相互 联结 形成 一 个 整体 ， 以 承受 实际 荷载 。 对 
空间 结构 进行 力学 分 析 往 往 比较 复杂 ， 工 作 量 较 大 。 在 土建 、 水 利 工程 结构 中 ， 大 量 的 空 
间 杆 件 结构 ， 在 一 定 条 件 下 ， 可 略 去 结构 的 次 要 因素 ， 将 其 分 解 简化 为 平面 结构 ， 使 计算 
得 到 简化 。 在 本 书 中 主要 以 平面 杆 件 结构 为 研究 对 象 。 


1.3.2” 杆 件 的 简化 


在 杆 件 结构 中 ， 当 杆 件 的 长 度 远 大 于 它 的 高 度 和 宽度 时 ， 通 常 可 以 近似 地 认为 杆 件 变 
形 时 其 截面 保持 为 平面 。 杆 件 截面 上 的 应 力 可 以 根据 截面 的 内 力 来 确定 ， 且 其 内 力 仅 沿 长 
度 变化 。 因 此 ， 在 计算 简 图 中 ， 可 以 用 杆 轴线 代替 杆 件 ， 用 各 杆 轴线 相互 联结 构成 的 几何 
图 形 代替 真实 结构 。 


1.3.3” 结 点 的 简化 


在 杆 件 结构 中 ， 几 根 杆 件 相互 联结 的 部 分 称 为 结 点 。 根 据 结构 的 受 力 特 点 和 结 点 的 构 
造 情况 ， 结 点 可 采用 以 下 三 种 计算 简 图 。 

1. 贸 结 点 

贸 结 点 的 特征 是 汇 交 于 结 点 的 各 杆 端 不 能 相对 移动 ， 但 它 所 联结 的 各 杆 可 以 绕 贸 自由 
转动 。 理 想 的 贸 结 点 在 实际 结构 中 是 很 难 实现 的 ， 只 有 木屋 架 的 结 点 比较 接近 。 图 1-2(a)、 
(b) 分 别 表示 一 个 木屋 架 的 结 点 和 它 的 计算 简 图 。 当 结构 的 几何 构造 及 外 部 荷载 符合 一 定 条 
件 时 ， 结 点 的 刚性 约束 对 结构 受 力 状态 的 影响 处 于 次 要 地 位 ， 这 时 该 结 点 也 可 以 视 为 贸 结 
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点 。 图 1-3(a)、(b) 分 别 表示 一 个 钢 析 架 的 结 点 和 它 的 计算 简 图 。 


(a) 木 桥架 结 点 做 法 (b) 贸 结 点 计算 简 图 
图 1-2” 木 枯 架 结 点 


贸 结 点 


(a) 钢 机 架 结 点 做 法 (b) 匀 结 点 计算 简 图 


1-3” 钢 析 架 结 点 一 一 匀 结 点 


2， 刚 结 点 


刚 结 点 的 特点 是 汇 交 于 结 点 的 各 杆 端 除 不 能 相对 移动 外 ， 也 不 能 相对 转动 ， 即 交 于 结 
点 处 的 各 杆 件 之 间 的 夹 角 不 会 因 结构 变形 而 改变 。 图 1-4(a) 所 示 为 一 钢筋 混凝土 框架 结 点 ， 
该 结 点 不 仅 可 以 传递 力 ， 而 且 可 以 传递 力矩 。 其 计算 简 图 如 图 1-4(b) 所 示 。 


(8) 钢 入 混凝土 梁 柱 结 点 做 法 四 网 结 点 计算 简 图 
图 1-4 钢筋 混凝土 梁 柱 结 点 一 一 刚 结 点 
3. 组 合 结 点 


组 合 结 点 的 特点 是 汇 交 于 结 点 的 各 杆 端 不 能 相对 移动 ， 但 其 中 有 些 杆 件 的 联结 为 刚性 
联结 ， 各 杆 端 不 允许 相对 转动 ; 而 其 余 杆 件 视 为 匀 结 ， 人 允许 绕 结 点 转动 。 图 1-5 所 示 为 一 加 
劲 梁 示 意图 。 当 竖 向 荷载 作用 于 加 劲 梁 4B 时 ，4B 杆 以 承受 弯 矩 为 主 ， 其 他 杆 件 以 承受 轴 
力 为 主 。 此 时 ，4C 杆 与 CB 杆 在 C 点 为 刚性 联结 ， 而 CD 杆 与 4CB 杆 为 贸 结 ， 故 结 点 C 
为 一 组 合 结 点 。 
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图 1-5 组 合 结 点 


1.3.4” 支 座 的 简化 


把 结构 与 基础 或 其 他 支承 物 联结 起 来 的 装置 称 为 支 座 。 平 面 杆 件 结构 的 支 座 通常 简化 
为 以 下 几 种 形式 。 

1.， 可 动 匀 支 座 

可 动 匀 支 座 也 称 为 滚 轴 支 座 。 其 特征 是 在 支承 处 被 支承 的 结构 物 既 可 以 绕 贸 中 心 转动 ， 
也 可 以 沿 支 承 面 移动 。 图 1-6(a) 所 示 为 一 可 动 匀 支 座 ， 其 计算 简 图 如 图 1-6(b) 所 示 。 可 动 多 
支 座 的 约束 反 力 可 用 一 作用 点 和 作用 线 均 为 已 知 、 只 有 大 小 未 知 的 力 琴 表示 ， 如 图 1-6(c) 
所 示 。 


(a) 可 动 匀 支 座 构造 (b) 可 动 匀 支 座 计算 简 图 〈e) 与 支 座 相应 的 约束 力 
图 1-6 可 动 铵 支 座 


2. 固定 铵 支 座 

固定 匀 支 座 简称 匀 支 座 。 其 特征 是 在 支 座 处 被 支承 的 结构 可 以 绕 匀 中 心 转动 ， 但 不 可 
以 沿 任何 方向 移动 。 图 1-7(a) 所 示 为 一 固定 匀 支 座 ， 其 计算 简 图 如 图 1-7(b) 所 示 。 固 定 铵 支 
座 的 约束 反 力 可 用 一 作用 点 已 知 但 作用 方向 和 大 小 未 知 的 力 表 示 ， 通 常 该 作用 力 可 以 分 解 
为 如 图 1-7(c) 所 示 的 水 平 约束 力 互 : 和 竖 向 约束 力 VV。 


(a) 固定 铵 支 座 构造 (b) 固定 铵 支 座 计算 简 图 。 “(0) 与 支 座 相应 的 约束 力 
图 1-7 固定 铵 支 座 
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3. 固定 支 座 

固定 支 座 的 特征 是 在 支承 处 被 支承 的 结构 既 不 允许 移动 ， 也 不 允许 转动 。 如 图 1-8(a) 
所 示 的 基础 ， 当 土质 很 硬 、 地 基 变 形 很 小 时 ， 可 将 柱子 下 端 视 为 固定 支 座 。 其 计算 简 图 如 
图 1-8(b) 所 示 。 固 定 支 座 的 约束 反 力 可 用 一 作用 点 、 方 向 和 大 小 均 未 知 的 力 表示 ， 通 常 该 力 
可 用 水 平反 力 责 、 竖 向 反 力 砍 和 约束 力矩 Mi 表示， 如 图 1-8(c) 所 示 。 
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(a) 固定 支 座 构造 。 (b) 固定 支 座 计算 简 图 〈e) 与 支 座 相应 的 约束 力 
图 1-8 固定 支 座 


4. 定向 支 座 


定向 支 座 也 称 滑动 支 座 。 它 的 特征 是 允许 被 支承 的 结构 沿 支承 面 移动 ， 但 不 允许 有 垂 
直 于 支承 面 的 移动 和 绕 支承 端的 转动 。 图 1-9 和 图 1-10 所 示 为 定向 支 座 的 两 种 情况 。 
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(a) 定向 支 座 构造 (b) 定向 支 座 计算 简 图 (9) 与 支 座 相应 的 约束 力 
1-9 ”定向 支 座 (1) 


» 此 Ma 
拭 一 二 一 一 二 : 
nt 
(a) 定向 支 座 构造 (b) 定向 支 座 计 算 简 图 (c) 与 支 座 相应 的 约束 力 
图 1-10 ”定向 支 座 (2) 


1.3.5 ”荷载 的 简化 
作用 在 结构 上 的 外 力 ， 包 括 荷载 和 约束 反 力 ， 可 以 分 为 体积 力 和 表面 力 两 大 类 。 体 积 


力 是 指 自重 和 惯性 力 等 分 布 在 结构 内 的 作用 力 ; 表面 力 是 指 风 压力 、 水 压力 和 车 辆 的 轮 压 
力 等 分 布 在 结构 表面 上 的 作用 力 。 不 管 是 体积 力 还 是 表面 力 ， 都 可 以 简化 为 作用 在 杆 轴线 
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0 加 
上 的 力 。 根 据 外 力 的 分 布 情况 ， 这 些 力 一 般 可 以 简化 为 集中 荷载 、 集 中 力 偶 和 分 布 荷载 。 

下 面 举例 说 明 结 构 计算 简 图 的 选取 。 

图 1-11 所 示 为 一 单 层 厂房 ， 这 是 一 个 复杂 的 空间 杆 件 结构 。 根 据 其 受 力 特点 ， 略 去 结 
构 的 次 要 因素 ， 可 将 其 分 解 简化 为 平面 结构 。 沿 厂房 的 横向 ， 屋 架 可 按 杭 架 计 算 ， 计 算 简 
图 如 图 1-12 所 示 。 在 水 平 荷载 作用 下 ， 屋 架 可 视 为 连接 柱 端 刚度 无 限 大 的 链 杆 ， 故 沿 单 层 
厂房 横断 面 [图 1-13(a)] 的 计算 可 以 简化 为 排 架 ， 其 计算 简 图 如 图 1-13(b) 所 示 。 沿 厂房 的 纵 
向 ， 由 于 钢筋 混凝土 T 形 吊 车 梁 支 承 在 单 阶 柱 上 ， 梁 上 铺设 钢轨 ， 吊 车 荷载 引起 的 轮 压 
Pi=P， 故 可 将 吊车 荷载 引起 的 轮 压 、 钢 轨 和 梁 的 自重 及 支 座 反 力 一 起 简化 到 梁 轴 线 所 在 的 
平面 内 。 以 梁 的 轴线 代替 实际 的 吊车 梁 ， 当 梁 与 柱子 接触 面 的 长 度 不 大 时 ， 可 取 梁 两 端 与 
柱子 接触 面 的 中 心 的 距离 为 梁 的 计算 跨度 71。 另外 ， 由 于 梁 的 两 端 搁置 在 柱子 上 ， 整 个 梁 既 
不 能 上 下 移动 ， 也 不 能 水 平移 动 ， 当 承受 荷载 而 微 弯 时 ， 梁 的 两 端 可 以 发 生 微小 的 转动 ， 
当 温度 变 化 时 梁 还 能 自由 伸缩 ; 为 了 反映 上 述 支 座 对 梁 的 约束 作用 ， 可 将 梁 的 一 端 简化 为 
固定 贸 支 座 ， 另 一 端 简化 为 可 动 匀 支 座 。 钢 轨 和 梁 的 自重 是 作用 在 梁 轴线 上 的 恒 荷 载 ， 它 
们 沿 梁 的 轴线 是 均匀 分 布 的 , 可 简化 为 作用 在 梁 轴 线 上 的 均 布线 荷载 g。 吊车 荷载 引起 的 轮 
压 Pi 和 P, 是 活 荷 载 ， 由 于 它们 与 钢轨 的 接触 面积 很 小 ， 可 以 简化 为 集中 荷载 ， 如 图 1-14 
所 示 。 


1-12” 屋 架 计算 简 图 
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(a) 单 层 厂房 横断 面 


(b) 排 架 计算 简 图 


图 1-13 ” 排 架 及 其 计算 简 图 
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图 1-14 吊车 梁 及 其 计算 简 图 

应 该 指出 ， 确 定 一 个 结构 的 计算 简 图 ， 特 别 是 对 于 比较 复杂 的 结构 ， 不 是 一 件 容易 的 

事情 ， 它 需要 有 一 定 的 专业 知识 和 实际 经 验 ， 并 对 结构 各 部 分 的 构造 、 相 互 作 用 和 受 力 情 
况 有 正确 的 判断 ， 有 时 还 需 借助 于 模型 试验 或 现场 实测 才能 确定 合理 的 计算 简 图 。 


1.4 结构 的 分 类 


依据 不 同 的 观点 ， 结 构 的 分 类 方式 有 所 不 同 。 


1.4.1 按 空 间 观 点 分 类 


按 空间 观点 进行 分 类 ， 结 构 分 为 以 下 两 类 。 
1. 平面 结构 


组 成 结构 的 所 有 杆 件 的 轴线 都 位 于 同一 平 


j 内 ， 并 且 荷 载 也 作用 了 


构 称 为 平面 结构 。 


FF 此 同一 平面 内 的 结 
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2. 空间 结构 


严格 讲 ， 工 程 中 的 实际 结构 都 是 空间 结构 。 为 了 简化 计算 ， 根 据 结 构 的 构造 情况 及 荷 
载 传递 的 途径 ， 可 以 按照 实用 许可 的 近似 程度 ， 把 空间 结构 分 解 为 若干 个 独立 的 平面 结构 。 
应 该 注意 ， 对 于 具有 明显 的 空间 特征 的 结构 ， 例 如 图 1-15 所 示 的 空间 网 架 结构 ， 是 不 能 分 
解 为 平面 结构 的 ， 必 须 按 空 间 结构 研究 。 


内 XXX 


1-15 ”空间 网 架 结构 


1.4.2 ” 按 几何 特征 分 类 


按 几何 特征 进行 分 类 ， 结 构 分 为 以 下 三 类 。 

1. 杆 件 结构 

杆 件 结构 是 由 若干 根 杆 件 联结 而 成 的 。 杆 件 结构 的 特征 是 杆 的 长 度 /、 宽 度 5、 高 度 h 
三 个 方向 尺寸 中 的 长 度 远大 于 宽度 和 高 度 ， 如 图 1-16 所 示 。 各 种 结构 中 ， 杆 件 结构 最 多 ， 
本 书 主要 讨论 杆 件 结构 。 

2. 薄 壁 结构 

薄 壁 结构 是 厚度 远 小 于 其 他 两 个 方向 斥 二 的 结构 。 当 它 为 一 平板 状 物体 时 ， 称 为 板 ， 
如 图 1-17 所 示 ; 当 它 由 若干 块 板 所 围 成 时 ， 称 为 裙 板结 构 ， 如 图 1-18 所 示 ; 当 它 具有 曲面 
外 形 时 ， 称 为 壳 体 结构 ， 如 图 1-19 所 示 。 


1-16 杆 件 1-17 平板 
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图 1-18 裙 板 图 1-19 壳 体 


3. 实体 结构 


实体 结构 是 长 度 I、 宽度 bp、 高 度 h 三 个 方向 尺寸 均 属于 同一 数量 级 的 结构 ， 如 挡 土 墙 、 
堤坝 和 基础 等 。 图 1-20 所 示 为 挡 土 墙 结构 。 


1-20” 挡 土 墙 


1.4.3” 按 内 力 是 否 静 定 分 类 


按 内 力 是 否 静 定 进行 分 类 ， 结 构 可 分 为 以 下 两 类 。 

1. 静 定 结构 

结构 的 全 部 反 力 和 内 力 完全 可 以 由 静 力 平衡 条 件 确定 的 结构 称 为 静 定 结构 。 

2. 超 静 定 结构 

结构 的 全 部 反 力 和 内 力 仅 赁 静 力 平衡 条 件 不 能 确定 或 不 能 完全 确定 的 结构 为 超 静 定 


结构 。 
结构 按 内 力 是 否 静 定 进行 分 类 在 理论 上 具有 重要 意义 ， 有 关 它 们 的 计算 ， 将 在 后 面 的 
章节 中 予以 详细 介绍 。 
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1.4.4， 杆 件 结构 的 分 类 


杆 件 结构 按 其 受 力 特征 不 同 又 可 以 分 为 以 下 几 类 。 
1. 梁 


梁 是 一 种 受 弯 杆 件 ， 其 轴线 通常 为 直线 ， 当 荷载 垂直 于 梁 轴 线 时 ， 横 截面 上 的 内 力 只 
有 弯 矩 和 剪 力 ， 没 有 轴 力 。 梁 有 单 跨 的 和 多 跨 的 ， 图 1-21(a) 所 示 为 单 跨 梁 ， 图 1-21(b) 所 示 


为 多 跨 梁 。 
(a) 单 跨 梁 (b) 多 跨 梁 
1-21 梁 
2. 拱 


杆 轴线 为 曲线 。 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 支 座 不 仅 产生 竖 向 反 力 ， 而 且 还 产生 水 平反 力 的 
结构 为 拱 。 eo 拱 内 弯 和 托 远 小 于 跨度 、 荷 载 及 支承 情况 相同 的 梁 的 弯 矩 。 


图 1-22 所 示 为 拱 结 
(a) 三 铵 拱 (b) 无 匀 拱 
图 1-22 拱 
3. 刚 架 
刚 架 由 直 杆 组 成 并 具有 刚 结 点 ， 如 图 1-23 所 示 ， 各 杆 均 为 受 弯 杆 ， 内 力 通 常 是 弯 矩 、 
前 力 和 轴 力 都 有 。 
4. 杭 架 


下 


由 直 杆 组 成 ， 且 所 有 结 点 均 为 铵 结 点 的 结构 为 析 架 ， 如 图 1-24 所 示 。 当 只 受到 作用 于 
结 点 的 集中 荷载 时 ， 术 架 各 杆 只 产生 轴 力 。 


\ 
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1-23 刚 架 
图 1-24 枯 架 


5. 组 合 结构 


由 相 架 与 梁 或 枯 架 与 刚 架 组 合 而 成 的 结构 为 组 合 结构 如 图 1-25 所 示 ， 其 中 有 些 杆 件 只 
承受 轴 力 ， 而 有 些 杆 件 同时 承受 弯 矩 、 前 力 和 轴 力 。 


图 1-25 组 合 结 
6. 悬 索 结构 


悬 索 结构 主要 承重 构件 为 悬挂 于 塔 、 柱 上 的 缆 索 ， 索 只 受 轴 向 拉力 ， 可 充分 地 发 挥 钢 
材 强 度 ， 且 自重 轻 ， 可 跨越 很 大 的 跨度 ， 如 悬 索 屋 盖 、 悬 索 桥 、 斜 拉 桥 ( 见 图 1-26) 等 。 


图 1-26 和 斜 拉 桥 示意 图 
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复习 思考 题 


1. 结构 力学 的 研究 对 象 和 具体 任务 是 什么 ? 

2. 什么 是 荷载 ? 结构 主要 承受 哪些 荷载 ? 如 何 区 分 静 力 荷载 和 动力 荷载 ? 

3. 什么 是 结构 的 计算 简 图 ? 它 与 实际 结构 有 什么 关系 与 区 别 ? 为 什么 要 将 实际 结构 简 
化 为 计算 简 图 ? 选取 计算 简 图 时 应 遵循 怎样 的 原则 ? 

4. 结构 的 计算 简 图 中 有 哪些 常用 的 支 座 和 结 点 ? 

5. 常用 的 杆 件 结构 有 哪 几 类 ?它们 各 具有 什么 特点 ? 
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学 习 本 章 的 基本 要 求 : 
掌握 平面 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规律 ， 了 解 自由 度 的 概念 ， 能 熟练 运用 这 些 规律 正 
确 地 分 析 一 般 平面 体系 的 几何 组 成 ， 正 确 判 断 超 静 定 结构 的 多 余 联 系 及 数目 。 


2.1 概 述 


体系 受到 任意 荷载 作用 后 ， 材 料 产生 应 变 ， 因 而 体系 发 生变 形 ， 但 是 这 种 变形 一 般 很 
小 。 如 果 不 考虑 这 种 微小 的 变形 ， 而 体系 能 维持 其 几何 形状 和 位 置 不 变 ， 则 这 样 的 体系 称 
为 几何 不 变 体系 。 如 图 2-1(a) 所 示 的 体系 就 是 一 个 几何 不 变 体系 ， 因 为 在 所 示 荷 载 作 用 下 ， 
只 要 不 发 生 破 坏 ， 它 的 形状 和 位 置 是 不 会 改变 的 。 在 任意 荷载 作用 下 ， 不 考虑 材料 的 应 变 ， 
体系 的 形状 和 位 置 可 以 改变 ， 则 称 这样 的 体系 为 几何 可 变 体系 。 图 2-1(b) 所 示 的 体系 ,在 所 
示 荷 载 P 的 作用 下 ， 即 使 P 的 值 非常 小 ， 它 也 不 能 维持 平衡 ， 这 是 由 于 体系 缺少 必要 的 杆 
件 或 杆 件 布置 不 合理 而 导致 的 。 一 般 工程 结构 都 必须 是 几何 不 变 体系 ， 而 不 能 采用 几何 可 
变 体系 ， 否 则 将 不 能 承受 任意 荷载 而 维持 平衡 。 因 此 ， 在 设计 结构 和 选取 计算 简 图 时 ， 首 
先 必须 判别 它 是 否 几何 不 变 ， 从 而 决定 能 否 采 用 ， 这 一 工作 就 称 为 体系 的 机 动 分 析 或 几何 
组 成 分 析 。 此 外 ， 以 后 会 看 到 ， 机 动 分 析 还 将 有 助 于 结构 的 内 力 分 析 。 


Pp 


(a) 几何 不 变 体系 (b) 几何 可 变 体系 
2-1 体系 几何 性 质 
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结构 力学 


对 体系 进行 机 动 分 析 的 目的 就 是 确定 该 体系 是 否 几何 不 变 ， 从 而 决定 它 能 否 作为 结构 。 
确定 体系 是 否 为 几何 不 变 体系 ， 需 要 研究 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 ， 以 保证 所 设计 的 结构 
能 承受 荷载 而 维持 平衡 。 通 过 体系 的 几何 组 成 ， 可 以 确定 结构 是 静 定 的 还 是 超 静 定 的， 以 


在 结构 计算 中 选择 相应 的 计算 方法 。 
为 了 分 析 平 面体 系 的 几何 组 成 ， 首 先 介 绍 几 个 基本 概念 。 
(1) 刚 片 。 


一 个 在 平面 内 可 以 看 作 刚 体 的 物体 ， 它 的 几何 形状 和 尺寸 都 是 不 变 的 。 因 此 ， 在 平面 
体系 中 ， 当 不 考虑 材料 的 应 变 时 ， 就 可 以 把 一 根 梁 、 一 根 链 杆 或 者 体系 中 己 经 确定 为 几何 
不 变 的 某 一 部 分 看 作 一 个 刚 片 ， 结 构 的 基础 也 可 以 看 作 刚 片 。 

(2) 自由 度 。 

2-2 所 示 为 平面 内 一 点 4 的 运动 情况 。 一 点 在 平面 内 可 以 沿 水 平方 向 (x 轴 方 向 ) 移 
动 ， 又 可 以 沿 竖 直 方向 Gy 轴 方 向 ) 移 动 。 当 给 定 x、y 坐标 值 后 ，4 点 的 位 置 确定 。 换 句 话 
说 , 平面 内 一 点 有 两 种 独立 运动 方式 (两 个 坐标 x、y 可 以 独立 地 改变 )， 即 确定 平面 内 一 点 
的 位 置 需 要 两 个 独立 的 几何 参数 (x、y 坐标 值 )， 因 此 我 们 说 一 点 在 平面 内 有 两 个 自由 度 。 

图 2-3 所 示 为 平面 内 一 个 刚 片 的 运动 , 其 位 置 需要 三 个 独立 的 几何 参数 确定 ， 即 刚 片 内 
任意 点 4 的 坐标 x、y 及 通过 4 点 的 任 一 直线 的 倾角 内 改变 这 三 个 独立 的 几何 参数 ， 使 其 
变 为 新 值 x"、y” 和 名， 则 刚 片 就 有 完全 确定 的 新 位 置 ( 见 图 2-3)， 因 此 一 个 刚 片 在 平面 内 的 运 
动 有 三 个 自由 度 。 前 面 已 提 到 ， 地 基 也 可 以 看 作 一 个 刚 片 ， 但 这 种 刚 片 是 不 动 刚 片 ， 它 的 
自由 度 为 零 。 


2-2 平面 内 一 点 的 自由 度 示 意图 图 2-3 平面 内 一 刚 片 的 自由 度 示意 图 


综 上 所 述 ， 可 以 说 ， 某 个 体系 的 自由 度 ， 就 是 该 体系 运动 时 可 以 独立 变化 的 几何 参数 
的 数目 ， 或 者 说 ， 就 是 用 来 确定 该 体系 的 位 置 所 需 独立 坐标 的 数目 。 一 般 来 说 ， 如 果 一 个 
体系 有 7 个 独立 的 运动 方式 ， 我 们 就 说 这 个 体系 有 个 自由 度 。 凡 是 自由 度 大 于 零 的 体系 
都 是 几何 可 变 体系 。 

(3) 约束 。 

使 得 体系 减少 自由 度 的 联结 装置 称 约束 或 联系 。 在 刚 片 间 加 入 某 些 联结 装置 ， 它 们 的 
自由 度 将 减少 ， 减 少 一 个 自由 度 的 装置 就 称 为 一 个 约束 ， 减 少 n 个 自由 度 的 装置 就 称 为 n 
个 约束 。 
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2.1.1 不 同 联结 装置 对 体系 的 约束 作用 


1. 链 杆 的 作用 

2-4(a) 表 示 用 一 根 链 杆 BC 联结 的 两 个 刚 片 [和 开 。 未 联结 以 前 ， 这 两 个 刚 片 在 平面 
内 共有 六 个 自由 度 。 用 链 杆 BC 联结 以 后 , 对 刚 片 I 而 言 , 其 位 置 需 用 刚 片 上 4 点 的 坐标 x、 
?了 和 4B 连 线 的 倾角 gf 水 确定， 因此 它 有 三 个 自由 度 。 但 是 对 刚 片 工 而 言 ， 由 于 与 刚 片 1 已 
用 链 杆 BC 联结 ， 它 只 能 沿 着 B 为 圆心 、BC 为 半径 的 圆 弧 运动 和 绕 C 点 转动 ， 再 用 两 个 独 
立 参数 a 和 Bp 即 可 确定 它 的 位 置 ， 所 以 减少 了 一 个 自由 度 。 因 此 ， 两 个 刚 片 用 一 根 链 杆 联结 
后 的 自由 度 总 数 为 五 个 (6-1=5)。 由 此 可 见 ， 一 根 链 杆 使 体系 减少 了 一 个 自由 度 ， 也 就 是 说 ， 
一 根 链 杆 相当 于 一 个 联系 或 一 个 约束 。 


2. 单 铵 的 作用 


2-4(b) 表 示 用 一 个 匀 B 联结 的 两 个 刚 片 1 和 了 。 在 未 联结 以 前 , 两 个 刚 片 在 平面 内 共 
有 六 个 自由 度 。 在 用 贸 刀 联结 以 后 ， 刚 片 工 仍 有 三 个 自由 度 ， 而 刚 片 工 则 只 能 绕 铵 了 3 作 相 
对 转动 ， 即 再 用 一 个 独立 参数 ( 夹 角 四 就 可 确定 它 的 位 置 ， 所 以 减少 了 两 个 自由 度 。 因 此 ， 
两 个 刚 片 用 一 个 铵 联结 后 的 自由 度 总 数 为 四 个 (6-2=4), 我 们 把 联结 两 个 刚 片 的 匀 称 为 单 铵 。 
由 此 可 见 ， 一 个 单 匀 相 当 于 两 个 联系 ， 或 两 个 约束 ， 也 相当 于 两 根 链 杆 的 作用 ;， 反之 ， 两 
根 链 杆 也 相当 于 一 个 单 锐 的 作用 。 
我 们 将 地 基 看 作 是 不 动 的 ， 这 样 ， 如 果 在 体系 上 加 一 个 可 动 贸 支 座 ， 就 使 体系 减少 一 
个 自由 度 ; 加 一 个 固定 铵 支 座 ， 就 使 体系 减少 两 个 自由 度 ; 加 一 个 固定 支 座 ， 就 使 体系 减 
少 三 个 自由 度 。 


3. 复 铵 的 作用 


图 2-4(e) 表 示 用 一 个 铵 C 联结 的 三 个 刚 片 1、 开 和 王 。 在 未 联结 以 前 ,三 个 刚 片 在 平面 
内 共有 九 个 自由 度 。 在 用 贸 C 联结 以 后 ， 刚 片 1 仍 有 三 个 自由 度 ， 而 刚 片 工 和 刚 片 三 则 都 
只 能 绕 贸 C 作 相 对 转动 ， 即 再 用 两 个 独立 参数 ( 夹 角 a、B) 就 可 确定 它们 的 位 置 ， 因 此 减少 
了 四 个 自由 度 。 我 们 把 联结 两 个 以 上 刚 片 的 贸 称 为 复 贸 。 由 上 述 可 见 ， 一 个 联结 三 个 刚 片 
的 复 铵 相当 于 两 个 单 铵 的 作用 。 一 般 情 况 下 ， 如 果 n 个 刚 片 用 一 个 复 匀 联 结 ， 则 这 个 复 贸 
相当 于 n 一 1 个 单 铵 的 作用 。 


4. 刚性 联结 的 作用 


图 2-4(d) 所 示 为 两 根 杆 件 4B 和 BC 在 B 点 连接 成 一 个 整体 ， 其 中 的 结 点 B 为 刚 结 点 。 
原来 的 两 根 杆 件 在 平面 内 共有 六 个 自由 度 ， 刚 性 连接 成 整体 ， 形 成 一 个 刚 片 ， 只 有 三 个 自 
由 度 ， 所 以 一 个 刚性 联结 相当 于 三 个 约束 。 

显然 ， 可 动 铵 支 座 即 链 杆 支承 只 能 阻止 刚 片 沿 链 杆 方向 的 运动 ， 使 刚 片 减少 了 一 个 自由 
度 ， 相 当 于 一 个 约束 ， 贸 支 座 阻止 刚 片上 下 、 左 右 的 移动 ， 使 刚 片 减少 两 个 自由 度 ， 相 当 于 
两 个 约束 ; 固定 支 座 阻止 刚 片上 下 、 左 右 的 移动 ， 也 阻止 其 转动 ， 所 以 相当 于 三 个 约束 。 
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(b) 单 匀 
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图 2-4 链 杆 、 单 镜 、 复 匀 、 刚 性 联结 相当 的 约束 数目 示意 图 


5.， 虚 铵 的 作用 


由 于 两 根 链 杆 也 相当 于 一 个 单 匀 的 作用 ， 则 图 2-5 所 示 刚 片 了 在 平面 内 有 三 个 自由 度 ; 
如 果 用 两 根 不 平行 的 链 杆 4B 和 BC 把 它 与 基础 相 联结 ， 则 此 体系 仍 有 一 个 自由 度 。 我 们 来 
分 析 刚 片 工 的 运动 特点 。 由 链 杆 4B 的 约束 作用 ，4 点 的 
微小 位 移 应 与 链 杆 48 垂直 , C 点 的 微小 位 移 要 与 链 杆 CD 
垂直 。 以 O 点 表示 两 链 杆 轴线 延长 线 的 交点 ， 显 然 ， 刚 片 
I 可 以 发 生 以 O 点 为 中 心 的 微小 转动 ， 且 随时 间 不 同 ，O 
点 的 位 置 不 同 ， 因 此 称 O 点 为 瞬时 转动 中 心 。 这 时 刚 片 I 
的 瞬时 运动 情况 与 刚 片 [在 O 点 用 铵 与 基础 相 联 结 时 的 运 
动情 况 完全 相同 。 因 此 ， 从 瞬时 微小 运动 来 看 ， 两 根 链 杆 
所 起 的 约束 作用 相当 于 在 链 杆 交点 处 的 一 个 铵 所 起 的 约 
束 作用 。 这 个 贸 我 们 称 为 虚 锐 。 显 然 ， 体系 在 运动 过 程 中 ， 
与 两 根 链 杆 相应 的 虚 铵 位 置 也 跟着 改变 。 图 2-5 虚 锐 
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2.1.2 ”体系 自由 度 的 计算 公式 


我 们 已 经 研究 了 不 同 约束 对 体系 自由 度 的 影响 ， 下 面 给 出 平面 刚 片 系统 计算 体系 自由 
度 的 公式 : 
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WW (2-1) 
式 中 ，m 表示 体系 中 的 刚 片 数 (地 基 不 计 入 ); n 为 联结 刚 片 的 单 贸 数 ，c 为 联结 刚 片 的 链 杆 
数 ，co 为 体系 与 地 基 联 结 的 支 座 链 杆 数 ， 且 将 三 类 支 座 均 用 相应 的 链 杆 约束 代替 ， 即 可 动 
久 支 座 的 cc=1， 固 定 铵 支 座 的 co=2， 定 向 支 座 的 co=2， 固 定 支 座 的 co=3。 显 然 ， 几 何不 变 
体系 的 自由 度 必然 是 等 于 零 或 小 于 零 ， 即 由 式 (2-1) 计 算出 的 W<0。 

图 2-6(a) 所 示 为 一 简 支 梁 , 其 刚 片 数 m=1, 单 贸 数 n=0, 链 杆 数 c=0, 支 座 链 杆 数 co=3 
则 自由 度 0。 而 图 2-6(b) 所 示 的 体系 刚 片 数 mw=9， 单 铵 数 n=12， 链 杆 数 c=0， 支 座 链 
杆 数 co=3， 则 自由 度 3x9-2x12-0-3=0。 然 而 ， 这 一 体系 是 一 几何 可 变 体系 (证 明 见 
2.2 节 )， 这 说 明 体系 的 自由 度 等 于 或 小 于 零 ， 体 系 不 一 定 为 几何 不 变 体系 。 因 而 我 们 说 ， 
由 式 (2-1) 计 算出 体系 的 自由 度 等 于 或 小 于 零 只 是 判断 体系 为 几何 不 变 体系 的 必要 条 件 ， 
并 不 充分 。 当 体系 的 约束 或 刚 片 布置 不 合理 时 ， 体 系 的 自由 度 等 于 或 小 于 零 ， 体 系 仍然 
是 几何 可 变 体系 。 


AN ~ 


(a) (b) 
2-6 ”体系 自由 度 计算 


由 于 式 (2-1) 计 算 体 系 自由 度 不 能 保证 体系 的 几何 不 变性 ， 通 常 采 用 对 体系 直接 进行 几 
何 组 成 分 析 的 方法 判断 体系 是 否 几 何不 变 ， 省 略 体系 的 自由 度 计算 。 


2.2 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 


为 了 分 析 体系 的 几何 组 成 ， 我 们 必须 知道 体系 不 变 的 条 件 ， 即 几何 不 变 体系 的 组 
成 规则 。 本 节 将 研究 构成 平面 几何 不 变 体系 的 几 个 基本 规则 ， 用 以 判断 体系 的 几何 组 
成 情况 。 


2.2.1 两 刚 片 之 间 的 联结 


图 2-7(a) 表 示 用 两 根 不 平行 的 链 杆 相 联结 的 刚 片 I 和 刚 片 工 。 设 刚 片 开 固 定 不 动 ， 则 刚 
片 工 的 运动 方式 只 能 是 绕 4B 与 CD 杆 延 长 线 的 交点 即 相对 转动 瞬 心 而 转动 。 当 刚 片 1 运动 
时 ， 其 上 的 4 点 将 沿 与 链 杆 4B 垂直 的 方向 运动 ， 而 C 点 将 沿 与 链 杆 CD 垂直 的 方向 运动 。 
因为 这 种 转动 只 是 瞬时 的 ， 在 不 同 瞬时 ，O 〇 点 在 平面 内 的 位 置 将 不 同 。 由 于 两 根 链 杆 的 作 
用 相当 于 一 个 铵 的 作用 ， 此 时 这 个 铵 的 位 置 是 在 链 杆 的 延长 线 上 ， 而 且 它 的 位 置 随 链 杆 的 
转动 而 改变 ， 即 虚 贸 。 

和 欲 使 刚 片 [和 刚 片 开 不 能 发 生 相 对 转动 ， 需 增加 一 根 链 杆 ， 如 图 2-7(b) 所 示 。 这 样 ， 刚 
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片 1 绕 O 点 转动 时 ,EE 点 将 沿 与 OF 连 线 垂直 的 方向 运动 。 但 是 从 链 杆 EF 来 看 ,FE 点 的 运 
动 方向 必须 与 链 杆 EF 垂直 。 由 于 链 杆 EF 延长 线 不 通过 O 点 ,， 所 以 E 点 的 这 种 运动 不 可 能 
发 生 ， 也 就 是 链 杆 EF 阻止 了 刚 片 工 和 刚 片 开 的 相对 转动 。 因 此 ， 这 样 组 成 的 体系 是 几何 不 
变 体系 。 


(c) 有 多 余 约束 的 情况 (d) 一 个 匀 与 一 根 链 杆 的 联结 情况 
图 2-7 ”两 刚 片 组 成 规则 


如 果 在 刚 片 和 刚 片 工 之 间 再 增加 一 根 链 杆 ， 如 图 2-7(c) 所 示 ， 显然 体系 仍 是 几何 不 变 
的 ， 但 从 保证 几何 不 变性 来 看 它 是 多 余 的 。 这 种 可 以 去 掉 而 不 影响 体系 几何 不 变性 的 约束 
称 为 多 余 约束 。 

由 以 上 分 析 可 得 以 下 规则 。 

规则 一 : 两 个 刚 片 用 不 交 于 一 点 也 不 互相 平行 的 三 根 链 杆 相 联结 ， 则 所 组 成 的 体系 是 
几何 不 变 的 ， 并 且 没 有 多 余 约束 。 

如 果 两 根 链 杆 4B 和 CD 相交 成 为 实 镜 ， 如 图 2-7(d) 所 示 ， 显 然 ， 它 也 是 一 个 几何 不 变 
体系 ， 故 规则 一 也 可 以 表述 为 : 两 个 刚 片 用 一 个 匀 和 轴线 不 通过 这 个 铵 的 一 根 链 杆 相 联 结 ， 
则 所 组 成 的 体系 也 是 几何 不 变 体系 。 


2.2.2 三 刚 片 相互 联结 


将 三 个 刚 片 1、 工 和 了 H 用 不 在 同一 直线 上 的 三 个 贸 两 两 相 联 ， 即 得 三 角形 4BC， 如 
2-8(a) 所 示 。 从 几何 上 看 ， 它 的 几何 形状 是 不 会 改变 的 。 从 运动 上 看 ， 如 将 刚 片 固定 不 
动 ， 则 刚 片 开 只 能 绕 4 点 转动 ， 其 上 的 C 点 必 在 半径 为 4C 的 圆 弧 上 运动 ， 而 刚 片 三 则 只 
能 绕 B 点 转动 , 其 上 的 C 点 又 必 在 半径 为 BC 的 圆 弧 上 运动 。 由 于 4B 和 BC 是 在 C 点 用 贸 
联结 在 一 起 的 , C 点 不 可 能 同时 在 两 个 不 同 的 圆 弧 上 运动 , 因此 刚 片 之 间 不 可 能 发 生 相 对 运 
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动 ， 所 以 这 样 组 成 的 体系 是 几何 不 变 的 。 


(a) 三 匀 联 结 情况 (b) 虚 匀 联 结 情况 
图 2-8 三 刚 片 组 成 规则 


因为 两 根 链 杆 的 作用 相当 于 一 个 单 铵 的 作用 , 则 将 图 2-8(a) 中 的 任 一 单 贸 换 为 两 根 链 杆 
所 构成 的 虚 锐 ， 如 图 2-8(b) 中 的 a、c， 此 时 ， 三 刚 片 用 三 个 铵 (两 个 虚 贸 和 一 个 实 匀 ) 联 结 ， 
且 三 个 铵 不 在 一 条 直线 上 ， 这 样 组 成 的 体系 同样 为 几何 不 变 的， 而 且 无 多 余 约 束 。 

由 以 上 分 析 可 得 出 以 下 规则 。 

规则 二 : 三 个 刚 片 用 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 匀 两 两 贸 联 ， 组 成 的 体系 是 几何 不 变 的 
并 且 没 有 多 余 约束 。 


2.2.3 二 元 体 的 概念 


2-9 所 示 体 系 中 工 为 一 刚 片 ， 从 刚 片上 的 4、B 两 点 出 发 ， 用 不 共 线 的 两 根 链 杆 1、 
链 杆 2 在 结 点 C 相连 。 将 链 杆 1、 链 杆 2 均 视 为 刚 片 ， 则 由 规则 二 可 知 ， 该 体系 是 几何 不 变 
的 。 由 于 实际 结构 的 几何 组 成 中 这 种 联结 方式 应 用 很 多 ， 为 了 便于 分 析 ， 我 们 将 这 样 联结 
的 两 根 连 杆 称 为 二 元 体 。 二 元 体 的 特征 是 两 链 杆 用 匀 相 连 ， 而 另 一 端 分 别 用 铵 与 刚 片 或 体 
系 相 联 。 根 据 二 元 体 的 组 成 特征 可 得 出 以 下 规则 。 

规则 三 : 在 一 个 刚 片上 增加 一 个 二 元 体 ， 仍 为 几何 不 变 体系 。 

由 规则 三 不 难得 出 以 下 推论 : 在 一 个 体系 上 依次 加 入 二 元 体 ， 不 会 改变 原 体系 的 计算 
自由 度 ， 也 不 影响 原 体 系 的 几何 不 变性 和 可 变性 。 反 之 ， 若 在 已 知 体系 上 依次 排除 二 元 体 ， 
也 不 会 改变 原 体系 的 计算 自由 度 、 几 何不 变性 或 可 变性 。 

例如 分 析 图 2-10 所 示 枯 架 时 ， 由 规则 二 可 知 ， 任 选 一 匀 结 三 角形 都 是 几何 不 变 体系 ， 
并 以 此 为 新 的 刚 片 ， 采 用 增加 二 元 体 的 方式 分 析 。 例 如 取 新 刚 片 48C， 增 加 一 个 二 元 体 得 
结 点 7， 从 而 得 到 几何 不 变 体系 4HIC， 再 以 其 为 基础 ， 增 加 一 个 二 元 体 得 结 点 D，…， 如 
此 依次 增添 二 元 体 而 最 后 组 成 该 术 架 ， 故 知 它 是 一 个 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约 束 。 

此 外 ， 也 可 以 反 过 来 ， 用 拆除 二 元 体 的 方法 来 分 析 。 因 为 从 一 个 体系 拆除 一 个 二 元 体 
后 ， 所 剩 下 的 部 分 若是 几何 不 变 的 ， 则 原来 的 体系 必定 也 是 几何 不 变 的 。 现 从 结 点 B 开始 
拆除 一 个 二 元 体 ， 然 后 依次 拆除 结 点 工 ，G,， 天 ，…， 最 后 剩 下 贸 结 三 角形 4FC， 它 是 几何 
不 变 的 ， 故 知 原 体系 亦 为 几何 不 变 的 。 
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图 2-9 二 元 体 的 概念 图 2-10 术 架 
当然 ， 若 去 掉 二 元 体 后 所 剩 下 的 部 分 是 几何 可 变 的 ， 则 原 体系 必定 也 是 几何 可 变 的 。 
综 上 所 述 ， 可 以 将 规则 三 进一步 曾 述 为 ， 在 一 个 体系 上 增加 或 拆除 二 元 体 ， 不 会 改变 
原 有 体系 的 几何 组 成 性 质 。 


2.3 瞬 变 体系 


在 2.2 节 讨论 体系 的 组 成 规则 时 ， 曾 提出 了 一 些 限制 条 件 ， 如 在 两 刚 片 规则 中 ， 联 结 
两 刚 片 的 三 根 链 杆 不 能 完全 平行 也 不 能 交 于 一 点 ; 三 刚 片 规则 中 ， 要 规定 联结 三 刚 片 的 三 
个 贸 不 在 同一 条 直线 上 。 现在 我 们 来 研究 当 体 系 的 几何 组 成 不 满足 这 些 限 制 条 件 时 体系 的 

图 2-11 表示 用 三 根 互相 平行 的 链 杆 相 联结 的 两 个 刚 片 I 和 刚 片 工 。 在 此 情况 下 ， 因 刚 
片 和 刚 片 工 的 相对 转动 瞬 心 在 无 穷 远 处 ， 故 两 刚 片 的 相对 转动 即 成 为 相对 移动 。 在 两 刚 
片 发 生 微小 的 相对 移动 后 ， 相 应 地 三 根 链 杆 发 生 微小 的 相对 位 移 4 ， 移 动 后 三 根 链 杆 的 转 
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pe 
1 下 2 3 加 


(a) 三 根 不 等 长 平行 链 杆 情况 (b) 三 根 等 长 平行 链 杆 情况 
2-11 ”两 刚 片 用 三 根 平行 链 杆 联结 的 情况 


如 图 2-11(a) 所 示 ， 当 三 根 链 杆 不 等 长 ， 即 #1 天 B 时 ， A Oe 这 就 是 说 ， 在 
两 刚 片 发 生 微小 的 相对 位 移 4 后 ， 三 根 链 杆 就 不 再 互相 平行 ， 并 且 不 交 于 一 点 ， 故 体系 
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就 成 为 几何 不 变 的 。 这 种 在 短暂 的 瞬时 体系 从 几何 可 变 转换 成 几何 不 变 的 体系 ， 我 们 称 
为 瞬 变 体系 。 

而 对 图 2-11(b) 所 示 的 三 根 链 杆 等 长 ， 即 1=2=3， 则 有 wm=o=%。 这 就 是 说 ， 在 两 刚 
片 发 生 相 对 位 移 4 后 ， 三 根 链 杆 仍旧 互相 平行 ， 故 位 移 将 继续 发 生 ， 两 刚 片 将 发 生 相 对 平 
移 运动 。 显 然 ， 这 样 的 体系 是 几何 可 变 体 系 。 

图 2-12 表示 由 三 根 相交 于 一 点 的 链 杆 相 联结 的 两 个 刚 片 。 如 图 2-12(a) 所 示 ， 当 三 根 链 
杆 相交 成 一 虚 锐 ， 则 发 生 一 微小 的 转动 后 ， 三 根 链 杆 就 不 再 全 交 于 一 点 ， 转 动 瞬 心 不 再 存 
在 ， 体 系 即 成 为 几何 不 变 的 。 因 此 ， 此 体系 是 一 个 瞬 变 体系 。 当 三 根 链 杆 相 交 成 一 实 匀 O 
时 ， 如 图 2-12(b) 所 示 ， 刚 片 工 则 相对 刚 片 1 绕 实 贸 O 转动 。 因 此 ， 此 体系 是 一 个 几何 可 变 
体系 。 


(a) 虚 匀 情 况 (b) 实 贸 情 况 
2-12 ”两 刚 片 用 三 根 相交 链 杆 联结 的 情况 


图 2-13 中 的 三 刚 片 由 在 一 直线 上 的 三 锐 4、B、C 联结 。 设 刚 片 了 固定 不 动 ， 则 刚 片 I 
绕 匀 4 转动 ， 刚 片 三 绕 匀 B 转动 。 此 时 ，C 点 既 属 于 刚 片 工 ， 又 属于 刚 片 贡 ， 因 而 只 可 能 
沿 着 以 4C 和 BC 为 半径 的 圆 弧 和 圆 弧 @ 的 公 切 线 方向 发 生 无 限 小 的 运动 。 但 这 种 微小 的 
运动 是 瞬时 的 ， 一 旦 发 生 微小 的 运动 时 ， 三 铵 已 不 在 一 条 直线 上 ， 圆 弧 四 和 周 弧 @ 不 再 有 
公 切 线 ， 故 而 C 点 不 可 能 继续 运动 。 因 此 ， 此 体系 是 一 个 瞬 变 体系 。 

瞬 变 体系 既然 只 是 瞬时 可 变 ， 随 后 即 转化 为 几何 不 变 ， 那 么 工程 结构 中 能 否 采 用 这 种 
体系 呢 ? 为 此 来 分 析 图 2-13 所 示 体 系 的 内 力 。 为 了 便于 分 析 ， 将 图 2-13 中 的 刚 片 和 刚 片 


开 用 链 杆 4C 和 BC 代替 ， 如 图 2-14 所 示 。 由 平衡 条 件 可 知 ，4C 和 BC 杆 的 轴 力 为 
P 


SIn C 

由 于 cx 非常 微小 ，sina 趋 于 零 ， 此 时 忆 即 使 非常 小 ， 两 链 杆 的 轴 力 Mc 和 Nsc 将 趋 于 无 
穷 大 。 这 表明 ， 瞬 变 体 系 即 使 在 很 小 的 荷载 作用 下 也 会 产生 巨大 的 内 力 ， 从 而 可 能 导致 体 
系 的 破坏 。 瞬 变 一 般 发 生 在 体系 的 刚 片 间 本 来 有 足够 的 约束 ， 但 其 布置 不 合理 ， 因 而 不 能 
限制 瞬时 运动 的 情况 。 


Nsc = Nac = 


ed 
1 


(a) 变形 图 (b) C' 点 的 受 力图 
图 2-13 三 刚 片 用 三 铵 共 线 联 结 情况 图 2-14 了 瞬 变 体 受 力 分 析 


下 面 就 几 种 特殊 瞬 变 体 情况 加 以 说 明 。 在 三 个 贸 中 ， 也 可 以 有 部 分 或 全 部 是 虚 贸 的 情 
形 。 例 如 图 2-15(a) 所 示 是 由 一 个 虚 锐 和 两 个 实 铵 所 组 成 的 瞬 变 体系 。 因 为 连接 刚 片 I 和 刚 
片 芽 的 两 根 平行 链 杆 与 其 余 两 个 匀 O(I，ID 和 Ox(I，ID 的 连 线 相互 平 行 ， 它 们 相交 在 
无 限 远 处 的 一 点 ， 也 就 是 说 联结 刚 片 和 刚 片 工 交 于 无 限 远 处 的 虚 匀 O03( 1 ，I)， 是 在 其 
余 两 个 匀 连 线 的 延长 线 上 ， 即 三 个 贸 在 一 条 直线 上 ， 所 以 体系 是 瞬 变 的 。 

图 2-15(b) 所 示 是 由 两 个 虚 锐 和 一 个 实 铵 所 组 成 的 瞬 变 体系 。 因 为 虚 锐 Oi( 1 ，IID 和 
Os( 了，I 有 DD 及 实 匀 Ox( 工 ，ID) 三 铵 在 一 条 直线 上 ， 所 以 体系 是 瞬 变 的 。 图 2-15(c) 所 示 为 由 三 
对 (组 ) 平 行 链 杆 且 都 相交 在 无 限 远 处 的 三 个 虚 铵 所 连接 的 体系 。 根 据 几何 学 上 的 定义 ， 各 组 
平行 线 的 相交 点 是 在 无 限 远 处 的 一 条 直线 上 ， 故 由 三 对 平行 链 杆 所 形成 的 三 个 虚 贸 是 在 无 
限 远 处 的 一 条 直线 上 ， 因 而 是 瞬 变 体系 。 

应 当 注意 ， 并 非 是 任意 两 根 链 杆 就 可 作为 虚 铵 来 看 待 的 ， 而 必须 是 连接 相同 两 个 刚 片 
的 两 根 链 杆 才能 形成 一 个 虚 贸 。 


olIDL_ um om 
(a) 两 实 匀 与 两 平行 链 杆 情况 (b) 两 虚 贸 与 实 匀 在 一 条 线 上 (0) 三 对 平行 链 杆 的 情况 
图 2-15 有 瞬 变 体系 


2.4 机 动 分 析 示 例 


应 用 2.2 节 的 几何 组 成 规则 ,对 体系 进行 机 动 分 析 ， 其 目的 在 于 确定 体系 是 否 为 几何 不 
变 体系 ， 从 而 决定 体系 能 否 作 为 结构 使 用 。 一 般 来 说 ， 组 成 体系 的 杆 件 较 多 ， 需 要 应 用 几 
何 组 成 规则 逐次 判断 ， 最 后 确定 体系 的 几何 组 成 。 对 体系 进行 机 动 分 析 时 ， 一 般 遵循 的 原 
则 是 : 先 将 能 直接 应 用 规则 观察 出 的 几何 不 变 部 分 当 作 一 个 刚 片 ， 再 与 其 他 刚 片 应 用 规则 
进行 判断 ， 依 次 继续 联结 下 去 。 在 分 析 过 程 中 ， 一 根 链 杆 可 以 作为 一 个 刚 片 ， 一 个 刚 片 也 


\ 
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可 以 作为 一 根 链 杆 使 用 ， 刚 片 与 链 杆 要 根据 具体 情况 来 确定 。 对 于 较 简 单 的 体系 ， 直 接 进 
行 机 动 分 析 。 

下 面 提 出 一 些 进行 机 动 分 析 时 行 之 有 效 的 方法 ， 可 视 具体 情况 适当 地 予以 运用 。 

(1) 当 体 系 中 有 明显 的 二 元 体 时 ， 可 先 去 掉 二 元 体 ， 再 对 余下 的 部 分 进行 组 成 分 析 。 如 
图 2-16 所 示 体 系 ， 我们 自 结 点 4 开始 ， 按 D 一 E 一 4 一 C 的 次 序 依次 撤 掉 汇 交 于 各 结 点 的 二 
元 体 ， 最 后 只 余下 了 基础 ， 显 然 该 体系 为 一 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约 束 。 


图 2-16 二 元 体 组 成 的 体系 


(2) 当 体系 的 基础 以 上 部 分 与 基础 间 以 三 根 支 座 链 杆 按 规 则 二 相 联 结 时 , 可 以 先 撤去 这 
些 支 杆 ， 只 就 上 部 体系 进行 几何 组 成 分 析 ， 所 得 结果 即 代表 整个 体系 的 性 质 ， 如 图 2-17(a) 
中 的 体系 便 可 以 除去 基础 和 三 根 支 杆 ， 只 考察 图 2-17(b) 所 示 部 分 即 可 。 而 对 此 部 分 来 说 
自 结 点 B( 或 结 点 D) 开 始 ， 按 照 上 面 所 述 方法 ， 依 次 去 掉 二 元 体 ， 最 后 便 只 剩 下 4G 和 GH 
两 根 杆 件 与 一 铵 联结 。 由 此 可 知 ， 整 个 体系 是 几何 可 变 的 。 


(a) 原 体系 | (b) 上 部 体系 
图 2-17 去 掉 与 基础 的 联结 再 作 几 何 组 成 分 析 的 方式 


(3) 当 体 系 的 基础 与 其 他 部 分 的 约束 超出 三 根 支 座 链 杆 时 , 可 将 基础 作为 体系 中 的 一 个 
刚 片 与 其 他 刚 片 一 起 分 析 。 此 时 ， 如 果 有 两 根 链 杆 形成 的 固定 匀 支 座 ， 可 换 成 单 锐 ， 且 将 
由 此 联结 的 杆 件 作为 链 杆 使 用 ， 而 链 杆 的 另 一 端 所 联结 的 杆 件 或 几何 不 变 体 部 分 作为 刚 片 
然后 应 用 规则 判断 即 可 ， 如 图 2-18 所 示 。 取 基础 、ED 杆 和 ABCF 为 刚 片 I[、 刚 片 工 、 刚 
片 亚 ， 则 不 难 分 析出 该 体系 为 瞬 变 体系 。 


区 
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(a) 原 体系 图 (b) 分 析 过 程 图 
图 2-18 与 基础 的 约束 超出 三 个 的 体系 几何 组 成 分 析 的 方式 (1) 


对 于 体系 的 基础 与 其 他 部 分 的 约束 超出 三 根 支 座 链 杆 ， 且 存在 一 刚 片 与 基础 有 三 根 链 
杆 的 联结 时 ， 可 由 此 出 发 ， 按 规则 逐渐 增 大 刚 片 ， 直 到 不 能 增加 为 止 ， 再 与 其 他 刚 片 联结 ， 
按 规 则 判断 。 对 图 2-19 所 示 的 体系 ，4B 杆 与 基础 组 成 几何 不 变 体系 ， 增 加 二 元 体 4CB 及 
4DC, 而 CE 杆 和 EE 结 点 对 应 的 链 杆 也 是 一 二 元 体 ， 故 组 成 一 新 刚 片 ， 称 之 为 I 。AFGT 
增加 二 元 体 GHI 形成 刚 片 工 ， 则 由 规则 一 可 判断 出 该 体系 为 一 瞬 变 体系 。 


Pp D 万 G 


图 2-19 与 基础 的 约束 超出 三 个 的 体系 几何 组 成 分 析 的 方式 (2) 


(4) 对 于 刚 结 点 所 联结 的 杆 件 视 为 一 个 刚 片 , 对 于 
固定 支 座 联结 的 杆 件 与 基础 视 为 一 个 刚 片 。 

下 面 用 具体 的 例子 来 说 明 如 何 运用 这 些 知 识 对 体 
系 进行 机 动 分 析 。 

例 2-1 试 对 图 2-20 所 示 体 系 进行 机 动 分 析 。 

解 : 因为 基础 与 上 部 体系 之 间 的 支 座 链 杆 多 于 
三 个 ， 故 将 基础 作为 刚 片 I 。 取 杆 BDE 为 刚 片 工 ， 
折 杆 4D 和 折 杆 CE 看 成 链 杆 , 刚 片 1 和 刚 片 工 间 有 
三 根 链 杆 相 联结 ， 三 根 链 杆 既 不 平行 ， 也 不 交 于 一 

” 点。 由 规则 一 可 知 ， 该 体系 为 几何 不 变 体系 ， 且 无 
图 2-20 例 2-1 图 多 余 约 束 。 
例 2-2 试 对 图 2-21 所 示 体 系 进行 机 动 分 析 。 


图 2-21 例 2-2 图 


解 : 由 于 基础 与 上 部 体系 用 三 根 既 不 平行 也 不 交 于 一 点 的 链 杆 联结 ， 故 可 撤去 支 座 约 
束 ， 只 研究 上 部 体系 自身 的 几何 组 成 。 从 人 Al123 出 发 , 按 4 一 5 一 6 一 7 一 8 的 次 序 依 次 增加 汇 
交 于 各 结 点 的 二 元 体 ， 形 成 刚 片 1。 同 理 ， 由 人 91011 出 发 ， 按 12 一 13 一 14 的 次 序 依 次 增 
加 汇 交 于 各 结 点 的 二 元 体 ， 形 成 刚 片 工 。 刚 片 工 和 刚 片 开通 过 匀 7 和 链 杆 8 一 14 组 成 几何 
不 变 体系 ， 所 以 整个 体系 为 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约束 。 

例 2-3 试 对 图 2-22(a) 所 示 体 系 进行 机 动 分 析 。 


(a) 原 体系 图 (b) 去 掉 两 链 杆 形成 的 贸 支 座 ， 换 成 匀 
图 2-22 例 2-3 图 


解 : 因为 基础 与 上 部 体系 之 间 的 支 座 链 杆 多 于 三 个 ， 故 将 基础 作为 刚 片 1 。 去 掉 两 链 
杆 形成 的 铵 支 座 4， 换 成 锐 支 座 ， 如 图 2-22(b) 所 示 。 取 人 BEG 为 刚 片 工 ， 杆 CD 为 刚 片 三 。 
刚 片 工 与 刚 片 开 是 由 链 杆 4G 及 B 支 座 链 杆 相 联结 ， 刚 片 I 与 刚 片 三 是 由 链 杆 4D 及 C 支 
座 链 杆 相 联 结 ; 刚 片 本 与 刚 片 三 是 由 链 杆 DG 及 CE 相 联结 。 三 对 链 杆 形成 的 三 个 虚 铵 不 在 
一 条 直线 上 ， 故 由 规则 二 判断 该 体系 为 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约束 。 

例 2-4 试 对 图 2-23 所 示 体 系 进行 机 动 分 析 。 

解 : 由 于 基础 与 上 部 体系 用 三 根 既 不 平行 也 不 交 于 一 点 的 支 座 链 杆 联结 ， 故 可 撤去 支 
座 约束 ， 只 研究 上 部 体系 自身 的 几何 组 成 。 折 杆 4CDB 为 刚 片 T，AEFH 为 刚 片 I ,村 GH 
为 刚 片 王 。 刚 片 了 与 刚 片 工 是 由 平行 链 杆 CE、DF 相 联 结 ， 在 无 穷 远 处 形成 虚 饺 ; 刚 片 I 
与 刚 片 I 是 由 链 杆 4G、BG 相 联 结 , 两 链 杆 交 于 G 贸 ; 刚 片 芽 与 刚 片 H 是 由 实 锐 五 相 联结 。 
由 于 三 铵 在 同一 条 直线 上 ， 整 个 体系 为 瞬 变 体系 。 
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2.23 例 2.4 图 
复习 思考 题 


1. 为 什么 计算 自由 度 更 <0 的 体系 不 一 定 就 是 几何 不 变 的 ? 试 举例 说 明 。 
2. 什么 是 刚 片 ? 什么 是 链 杆 ? 链 杆 能 否 作为 刚 片 ? 刚 片 能 否 当 作 链 杆 ? 
3. 图 2-24 所 示 体 系 按 三 刚 片 规则 分 析 ， 三 匀 共 线 ， 故 为 几何 瞬 变 体系 。 该 说 法 是 否 正 


确 ? 为 什么 ? 
4.， 若 使 图 2-25 所 示 平面 体系 成 为 几何 不 变 ， 且 无 多 余 约束 ， 需 要 添加 多 少 链 杆 ? 
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图 2-24 复习 思考 题 3 图 图 2-25 复习 思考 题 4 图 
5， 静 定 结构 的 几何 组 成 特征 是 什么 ? 有 多 余 约束 的 体系 一 定 是 超 静 定 结构 吗 ? 为 


类 作 吉 
6， 何 谓 瞬 变 体系 ? 为 什么 土木 工程 中 要 避免 采用 瞬 变 和 接近 瞬 变 的 体系 ? 
7. 图 2-26 所 示 平 面体 系 的 几何 组 成 性 质 是 什么 ? 


2-26 复习 思考 题 7 
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8， 试 小 结 机 动 分 析 的 一 般 步骤 和 技巧 。 
习 题 


2-1 一 2-24 对 图 示 体系 进行 机 动 分 析 。 


习题 2-1 图 习题 2-2 
习题 2-3 习题 2-4 
习题 2-5 习题 2-6 


习题 27 图 习题 28 


习题 2-9 图 习题 2-10 图 
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习题 2-11 图 习题 2-12 


习题 2-13 图 习题 2-14 图 


习题 2-15 图 习题 2-16 图 


习题 2-17 图 习题 2-18 图 


习题 2-20 
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(a) (b) 


习题 2-21 图 习题 2-22 


习题 2-23 图 习题 2-24 
2-25 一 2-26 ”判断 下 面 各 题 所 示 体 系 的 多 余 约束 数目 ， 并 作 机 动 分 析 。 


习题 2-25 图 习题 2-26 图 
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学 习 本 章 的 基本 要 求 : 
灵活 运用 隔离 体 平衡 的 方法 ， 熟 练 掌握 静 定 梁 和 刚 架 内 力图 的 做 法 以 及 内 力 的 解法 ， 
掌握 用 “ 拟 简 支 梁 区 段 司 加 法 ”绘制 这 短 图 。 


3.1 单 跨 静 定 梁 


单 跨 静 定 梁 是 建筑 工程 中 常用 的 简单 结构 ， 是 组 成 各 种 结构 的 基本 构件 之 一 。 它 设计 
简单 、 施 工 方便 ， 多 用 于 短 跨 结构 ， 如 楼 板 、 门 窗 过 梁 、 吊 车 粱 等 。 其 受 力 分 析 是 各 种 结 
构 受 力 分 析 的 基础 。 因 此 ， 尽 管 在 材料 力学 中 对 单 跨 静 定 梁 的 内 力 分 析 已 经 做 过 讨论 ， 但 
在 这 里 仍然 有 必要 加 以 简略 的 回顾 和 补充 ， 以 使 读者 进一步 熟练 掌握 ， 为 后 续 课 程 打 下 良 
好 的 基础 。 


3.1.1 单 跨 静 定 梁 的 类 型 及 反 力 


常见 的 单 跨 静 定 梁 有 三 种 形式 ， 即 简 支 粱 、 悬 臂 梁 和 外 伸 梁 。 如 图 3-1 所 示 ， 它 们 都 是 
由 梁 和 地 基 按 两 刚 片 规则 组 成 的 静 定 结构 ， 因 而 其 支 座 反 力 都 只 有 三 个 ， 可 取 全 梁 为 隔离 
体 ， 由 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 求 得 。 


4 B 一 
A < 4 B 4 < 
(a) 简 支 梁 (b) 悬 辟 梁 (0) 外 伸 梁 
图 3-1 单 跨 静 定 梁 


3.1.2 用 截面 法 求 梁 的 内 力 


1. 内 力 符号 规定 

在 任意 荷载 作用 下 ， 梁 横 截面 上 有 弯 矩 M、 剪 力 O 和 轴 力 N 三 个 内 力 分 量 ， 其 符号 通 
常规 定 如 下 。 

梁 的 弯 矩 M 使 杆 件 上 四 者 为 正 (也 即 下 侧 纤维 受 拉 为 正 )， 反 之 为 负 ， 剪 力 2 使 截 开 部 
分 产生 顺 时 针 转 动 趋势 为 正 ， 反 之 为 负 ; 轴 力 N 拉 为 正 ， 压 为 负 ， 如 图 3-2 所 示 。 作 内 力 
图 时 ， 规 定 弯 和 矩 图 纵 坐 标 画 在 受 拉 一 侧 ， 不 标注 正 负 号 ;前 力图 和 轴 力 图 可 绘 在 杆 轴 的 任 
意 一 侧 ， 但 必须 标注 正 负 号 。 


“(~ 9 —)u of © le LE 
以 2 o| = fe nm 一 ~ 


(a) 恋 算 符号 (b) 剪 力 符号 (c) 轴 力 符号 
图 3-2 ”内力 符号 规定 


2. 求 内 力 的 方法 一 一 截面 法 


用 假想 截面 将 杆 件 截 开 ， 以 截 开 后 受 力 简单 的 部 分 为 平衡 对 象 ， 也 称 隔 离 体 ， 并 分 可 
其 内 力 。 以 图 3-3(a) 所 示 简 支 梁 为 例 ， 在 求 出 支 座 反 力 戊 、、Vs 之 后 ， 用 一 个 假想 的 
面 m 一 m 将 梁 沿 所 求 内 力 截 面 天 截 开 ， 可 选取 截面 的 任 一 侧 为 隔离 体 ， 例 如 取 截 面 左 侧 部 
分 为 隔离 体 [ 见 图 3-2(b)]， 利 用 平衡 条 件 计算 欲求 的 内 力 分 量 。 


Lal 
Hh 4 KI™ 已 4 | K NAK jy 
网 | | )- 
可 Ok 
(a) 简 支 梁 及 所 受 荷载 (b) 4K 区 段 隔离 体 受 力图 
图 3-3 ”截面 法 
弯 矩 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 (包括 荷载 和 反 力 ) 对 截面 形 心力 矩 的 代数 和 。 


剪 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 在 垂直 于 杆 轴线 方向 投影 的 代数 和 。 
轴 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 在 沿 杆 轴线 方向 投影 的 代数 和 。 


R 二 


3.1.3 ”利用 直 杆 段 的 平衡 微分 关系 作 内 力图 


取 微 段 dx 为 隔离 体 ， 如 图 3-4 所 示 ， 假 设 其 上 有 轴 向 分 布 荷载 集 度 p(x)、 横 向 分 布 荷 


\ 


载 集 度 q(x)， 在 给 定 坐 标 系 中 它们 的 指向 与 坐标 正 向 相同 者 为 正 。 
g(%) Q+dO 
pr ee Dm 


PCD) 


2 
上 一 二 一 一 | 
3-4” 微 段 隔离 体 图 


考虑 微 段 的 平衡 条 件 


ZX=0 全 =-p(y (3-1) 
ZY=0 一 =-q(x) (322) 
0 WM a 
>M=0 和 0 (3-3) 
由 式 (3-2) 和 式 (3-3) 可 得 
0 (39 


式 (G3-1) 一 式 (3-4) 即 为 直 杆 段 的 平衡 微分 关系 。 其 几何 意义 是 : 轴 力 图 上 某 点 切线 的 斜 
率 等 于 该 点 处 的 轴 向 荷载 集 度 ， 但 是 符号 相反 ;前 力图 上 某 点 处 切线 的 斜率 等 于 该 点 处 的 
横向 荷载 集 度 ， 但 是 符号 相反 ， 弯 和 矩 图 上 某 点 切线 斜率 等 于 该 点 处 的 前 力 。 由 以 上 的 微分 
关系 可 以 推 知 荷载 情况 与 内 力图 形状 之 间 的 一 些 对 应 关系 , 如 表 3-1 所 示 。 掌握 内 力图 形状 
上 的 这 些 特 征 ， 对 于 正确 和 迅速 地 绘制 内 力图 很 有 帮助 。 

表 3-1 直 杆 内 力图 的 形状 特征 与 荷载 情况 的 对 应 关系 


内 力图 情况 
荷载 情况 可 为 图 生息 


直 杆 段 无 横向 外 荷载 作用 平行 杆 轴 的 直线 


有 突变 (突变 值 =P) 


无 变化 


一 般 为 斜 直线 (前 力 等 于 零 时 ， 弯 矩 为 平行 杆 轴 
的 直线 ) 
二 次 抛物 线 ( 凸 出 方向 同 g 指向 ) 
有 人 尖 角 ( 尖 角 指向 同 己 指向 ) 
有 突变 (突变 值 =M) 


横向 均 布 荷载 g 作用 区 段 
横向 集中 力 己 作用 点 处 
集中 力 偶 M 作用 点 处 


3.1.4 用 “ 拟 简 支 梁 区 段 释 加 法 ”绘制 弯 矩 图 


小 变形 的 情况 下 ， 绘 制 结 构 中 的 直 杆 段 弯 矩 图 时 ， 可 采用 拟 简 支 梁 区 段 琶 加 法 。 它 是 
结构 力学 中 常用 的 一 种 简便 方法 ， 由 于 避免 了 列 弯 托 方 程式 ， 使 得 弯 矩 图 的 绘制 工作 得 到 
了 简化 。 
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结构 力学 

图 3-5(a) 为 结构 中 任意 截取 的 某 一 区 段 48B， 杆 长 为 1， 其 上 作用 实际 承受 的 荷载 (本 
例 中 只 有 均 布 荷载 )。4B 两 端的 弯 短 、 剪 力 、 轴 力 分 别 为 Mi、O4、NXi 和 Ms、Os、Ns， 
它们 是 这 两 个 截面 的 真实 内 力 值 。 图 3-5(b) 绘 出 的 是 与 4B 段 同 长 度 的 简 支 梁 。 此 梁 承 
受 的 荷载 与 4B 段 承受 的 荷载 完全 相同 ， 两 端 分 别 作 用 有 力 M4、Msg。 因 杆 端 轴 力 Ns、 
Ns 不 产生 弯 矩 ， 故 没有 绘 出 。 设 简 支 梁 的 反 力 为 久 、Vs， 由 4B 段 为 隔离 体 列 出 静 力 平 
衡 条 件 及 通过 对 比 ， 可 知 @4= 态 、Qs=-Vs， 即 图 3-5(a) 所 示 的 区 段 与 图 3-5(b) 所 示 的 简 
支 梁 二 者 的 内 力 分 布 完 全 一 样 。 现 分 别 作出 简 支 梁 在 M4、Ms 共同 作用 下 及 均 布 荷载 4 
作用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 3-5(c) 和 (d) 所 示 。 ne le si al ali 
单 拼 和 )， 可 得 简 支 梁 的 最 终 弯 和 矩 图 [ 见 图 3-$(e)]， 该 弯 矩 图 即 为 4B 区 段 的 弯 矩 图 。 实际 
作 图 时 ， 通 常 不 必 作 出 图 3-5(c) 和 图 3-5(d)， 而 可 直接 作出 图 3-5(e)。 方法 是 : 先 将 两 端 
的 M4、Ms 绘 出 并 以 直线 相连 ， 如 图 3-5(e) 中 虚线 所 示 ， 然 后 以 此 虚线 为 基线 盔 加 简 支 
梁 在 均 布 荷载 4 作用 下 的 弯 矩 图 。 但 必须 注意 的 是 ， 这 里 弯 矩 图 的 亚 加 是 指 其 纵 坐 标 县 
加 ， 因 此 图 3-5(d) 中 的 竖 标 gP/8 仍 垂直 于 杆 轴 (而 不 是 垂直 于 M4、Ms 的 连 线 )。 当 区 段 
上 有 集中 力 或 者 是 其 他 形式 的 荷载 时 ， 释 加 作 图 的 方法 与 之 相同 。 这 种 绘制 弯 矩 图 的 方 
法 称 为 “ 拟 简 支 梁 区 段 倒 加 法 ”。 


Ma 


“my 


My 


M4 q Mp (©) 在 外 力 偶 作 用 下 的 弯 矩 图 
w=CIHEELELLD| DY. 
i 后 i 
MRR 
(a) 4B 区 段 受 力图 四 


(d) 在 均 布 荷载 作 月 的 守信 图 


Ms 
MC Du 
oe 2 MBp 
Ve 


(b) 与 48 区 段 相应 的 简 支 梁 (e) 4B 区 段 最 终 弯 
图 3-5 ”区 段 酸 加 法 


为 了 方便 地 应 用 又 加 原理 ， 下 面 给 出 几 种 应 该 熟 记 的 简 支 梁 在 不 同 荷载 作用 下 的 内 力 
图 ， 如 图 3-6 所 示 。 
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(a) 均 布 荷载 (b) 集中 荷载 (c) 集中 力 偶 
3-6 简 支 梁 在 不 同 荷载 作用 下 的 内 力图 


综 上 所 述 ， 下 面 给 出 绘制 内 力图 的 一 般 步 又。 
(1) 求 反 力 (悬臂 粱 可 不 必 求 支 座 反 力 )。 
(2) 分 段 。 凡 是 外 力 不 连 续 处 均 应 作为 分 段 点 ， 如 集中 力 及 力 偶 作用 处 、 均 布 荷载 两 端 
点 等 ， 这 样 根据 微分 关系 即 可 判断 各 段 梁 上 的 内 力图 形状 。 
(3) 定点 。 根 据 各 段 梁 的 内 力图 形状 ， 选 定 所 需要 的 控制 截面 ， 例 如 集中 力 及 力 偶 的 作 
用 点 两 侧 的 截面 、 均 布 荷载 两 端 截 面 等 ， 用 截面 法 求 出 这 些 截面 的 内 力 值 ， 并 将 它们 在 内 
力图 的 基线 上 用 竖 标 绘 出 
(4) 连 线 。 由 各 段 梁 内 力图 的 形状 , 根据 县 加 原理 ， 分 别 用 直线 或 曲线 将 各 控制 点 依次 
相连 ， 即 为 所 求 的 内 力图 。 
例 3-1 试 绘制 图 3-7(a) 所 示 的 外 伸 梁 的 弯 窍 图 和 前 力图 。 
解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 
=0 H,=0 
FM,=0 Vx8+30-10x4x2-20x11=0 
b=33.75kN(1) 
> Ms = Vx8—30—-10x4x6+20x3=0 
V, =26.25KkN(1) 
校 核 : 了 =26.25+33.75-10x4-20=0 


6 


10kN/m 30kN.m 20KN 


C De EB 
W252 .| V33.75KN | 
m m m mm | 
i 
(外 伸 梁 及 所 受 贡 载 | | 
| 1 1 
| | | 1 
| 1 1325 _160 | 
1 1 | 1 
1 1 | | 
sm | M 
ui | | 
2 
20 | ”db 和 | | 
en st Q(kN) 
(0) 前 力图 


3-7 ”外 伸 梁 内 力 计算 示例 


(2) 作 弯 矩 图 。 选 择 4、C、 刀 、B3 、 巨 为 控制 截面 ， 计 算出 其 弯 矩 值 。 
M,=0 
Me =26.25x4-10x4x2=25kNem 
Mpx=26.25x6—10x4x4=-2.5kNem 
Mp =26.25x6—10x4x4-30=-32.5kNem 
Ms =-20x3=-60kNem 
Ms =0 
对 于 CD，、DB、BE 各 区 段 ， 分 别 用 直线 连接 两 端 控制 截面 弯 矩 纵 标 。 对 于 4C 区 段 ， 
因 有 均 布 荷载 作用 ， 则 以 4、C 两 点 纵 标 连 线 为 基线 , 再 营 加 上 相应 的 简 支 梁 在 均 布 荷载 作 
用 下 的 弯 矩 图 。 绘制 出 的 弯 矩 图 如 图 3-7(b) 所 示 。 
(3) 作 前 力图。 用 截面 法 计算 出 各 个 控制 截面 的 剪 力 值 。 
Q, =26.25kN 
QO. =26.25—10x4=-13.75kN 
On =26.25—10x4=-13.75kN 
Qs =20KN 
Qs =20kN 
Os =20—33.75=—13.75kN 


用 直线 连接 各 个 梁 段 控制 截面 剪 力 的 纵 标 ， 绘 制 出 剪 力 图， 如 图 3-7(c) 所 示 。 


3.1.5 ”和 斜 梁 的 受 力 分 析 


当 单 跨 梁 的 两 个 支撑 项 面 的 标高 不 相等 时 ， 即 形成 斜 梁 。 斜 梁 在 工程 中 经 常 遇 到 ， 如 
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梁 式 楼 梯 的 楼 梯 梁 、 锯 齿 形状 楼 盖 及 雨 篷 结构 中 的 斜 杆 等 ， 这 里 仅 就 简 支 斜 梁 讨论 其 计算 
方法 。 

计算 斜 梁 的 内 力 时 ， 需 要 注意 分 布 荷载 的 集 度 是 怎样 给 定 的 。 在 图 3-8(a) 中 ， 荷 载 集 度 
4 是 以 沿 水 平 线 每 单位 长 度 内 作用 的 力 来 表示 的 , 如 楼 梯 上 的 人 群 荷载 以 及 屋面 斜 梁 上 的 雪 
荷载 等 。 图 3-8(b) 中 g' 是 楼 梯 自 重 的 集 度 , 它 代表 的 是 沿 斜 梁 轴 线 每 单位 长 度 内 荷载 的 量 值 。 
为 了 计算 的 方便 ， 将 4 折算 成 沿 水 平方 向 度量 的 集 度 go。 根 据 在 同一 微 段 范围 内 合力 相等 
的 原则 ， 求 出 go， 即 


godx =q'ds dg = 一 一 二 一 一 


(a) 沿 水 平 线 分 布 的 荷载 (b) 沿 杆 轴 分 布 的 荷载 
3-8 简 支 斜 梁 承 受 外 荷载 情况 


斜 梁 计 算 与 水 平 梁 的 计算 基本 相同 ， 斜 梁 的 主要 特点 是 梁 轴线 和 横 截 面 都 是 倾斜 的 。 
当 求 斜 梁 上 任意 一 截面 的 轴 力 时 ， 应 该 将 外 力 和 支 座 反 力 向 杆 轴线 的 方向 投影 ， 而 求 剪 力 
对 ， 应 该 将 外 力 和 支 座 反 力 向 垂直 于 杆 轴线 的 方向 投影 ， 截 面 上 的 弯 矩 不 因为 粱 轴 的 倾斜 
而 受到 影响 。 

例 3-2 作 如 图 3-9(a) 所 示 斜 梁 的 弯 矩 图 、 剪 力图 和 轴 力图 。 


解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
TX=0 H,=0 
Za0=0 万 = 生 人 
EM = 
校 核 : 


有 
7= 十 gl=0 
(2) 作 内 力图 。 为 求 任意 一 截面 天 的 内 力 ， 取 如 图 3-9(b) 所 示 的 隔离 体 ， 计 算 弯 矩 。 


1 gd 2 
> Mr=0 Me (=Px 一 本 9 二 六 于 


故 MG 为 一 抛物 线 ， 跨 中 过 矩 为 外 ， 如 图 3.9(oj 所 示 。 
计算 前 力 和 轴 力 。 


Et =0 Or(x)=V, cosa—gqxcosa -Ea jeose 


R=0 N= sinat grsing =- (2-gr jsina 
由 以 上 两 式 可 绘制 出 2 图 入 图 ， 如 图 3-9(d)、(e) 所 示 。 
了 
A 


Mf 图 8 
(9) 人 荷载 


(0) 弯 宅 图 
ql 
一 Tc pi 
多 eosa\ 加 人 


(e) 轴 力图 
妈 3-9 例 3-2 简 支 斜 梁 内 力 计算 


四 4 b) 4k 区 自 受 力图 


例 3-3 作 如 图 3-10(a) 所 示 斜 梁 的 弯 和 矩 图 、 剪 力图 和 轴 力 图 。 
解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 


DX=0 H,= 
1 
了 Ms = 及 = 生 们 ) 
BEM,=0 万 -2 人 
校 核 : FY + 4 3=0 
(2) 作 内 力图 。 由 于 均 布 荷载 只 作用 于 和 斜 梁 上 的 局 部 ， 应 该 选择 4、C、D、B 四 点 为 控 
制 截面 。 
M 图 计算 : Mo Vx 
3 "It 
Pc 
3 18 


CD 段 梁 上 有 均 布 荷载 ， 仍 然 可 以 用 拟 简 支 梁 的 区 段 琶 加 法 绘制 M 图。 图 3-10(b) 为 CD 


段 的 隔离 体 ， 
也 完全 相同 。 


1 
£4 


其 受 力 状态 与 图 3-10(c) 所 示 简 支 梁 的 受 力 状态 完全 相同 ， 因 而 二 者 的 弯 矩 图 
由 于 轴 向 力 Neco、Npc 不 产生 弯 矩 ，CD 部 分 的 弯 矩 即 由 两 端 弯 矩 而 产生 的 直 


| chapter 
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线 弯 窍 图 和 由 均 布 荷载 所 产生 的 抛物 线 弯 抢 图 有 亚 加 而 成 ， 如 图 3-10(d) 所 示 ， 最 终 弯 怎 图 如 
3-10(e) 所 示 。 
2 图 计算 : Qcp = gl 


=V, cosQg=—cosa 
6 


Ce 三 co0sC 三 -eosa 
4C 段 、DB 段 没有 外 荷载 ,因此 2 图 平行 于 杆 轴 ; CD 区 段 有 均 布 荷载 q 的 作用 , 故 2 


图 为 斜 直线 。 最 终 前 力图 如 图 3-10( 所 示 。 
六 图 计算 : 


No =-V, sing = -Ysina 


Ne =Wsing = Qsina 


在 4C 区 段 轴 力 为 Necp， 在 DB 段 上 轴 力 为 Npc， 在 CD 段 轴 力 图 为 斜 直线 。 最 终 轴 力 


如 图 3-10(g) 所 示 。 
< 
Ui 8 < 5 
s 912 


D 吕 。 
J/ 人 3 (d) CD 区 段 弯 所 图 
2 
3 1/3 1/3 Cui 
4 7 i 912 18 
2 -7 M 图 
i 2 


(@ 简 支 儿 梁 及 所 受 葵 坎 (@ 交 类 图 


4 \ 
TD A 
Meo{ -一 一 Soc ql @ 图 人 
图 


N, 
| -一 COSC 
Ac 9 


one (D 的 力 
a 和 


(b) CD 区 段 受 力图 
gq 
Mpe 
和 
(0) 与 CD 区 段 对 应 的 简 支 斜 梁 
图 3-10 例 3-3 简 支 斜 梁 内 力 计算 


3.2 多 跨 静 定 梁 


简 支 粱 、 悬 臂 梁 和 外 伸 梁 是 静 定 梁 中 最 简单 的 情况 ， 多 跨 梁 是 将 上 述 这 些 基 本 构造 单 
元 适当 组 合 在 一 起 而 成 的 多 跨 静 定 梁 ， 多 用 于 桥梁 、 渡 槽 和 屋 盖 系 统 。 如 图 3-11(a) 所 示 为 
公路 桥 使 用 的 多 跨 静 定 梁 ， 其 计算 简 图 如 图 3-11(b) 所 示 。 


志 d 
1 


从 几何 组 成 来 看 ， 多 跨 静 定 梁 的 各 部 分 可 以 区 分 为 基本 部 分 和 附属 部 分 。 就 图 3-11(b) 
而 言 ， 梁 4B8 和 梁 CD 直接 由 支 杆 固定 于 基础 ， 不 依赖 其 他 部 分 而 可 以 维持 几何 不 变性 ， 我 
们 称 它 为 基本 部 分 。 而 短 梁 BC 的 两 端 支 于 4B 和 CD 的 伸 辟 上面， 必须 依靠 基本 部 分 才能 
保持 其 几何 不 变性 ， 故 称 为 附属 部 分 。 


(a) 路 桥 使 用 的 多 跨 静 定 梁 


EP EE 


(b) 计算 简 图 
有 © 
4 A 2 D 
(0) 层次 图 


图 3-11 路 桥 多 跨 静 定 梁 示 意图 
图 3-12(a) 所 示 为 屋 盖 中 木 模 条 的 构造 ， 图 3-12(b) 为 其 计算 简 图 。 在 计算 简 图 中 ，4B 
段 为 基本 部 分 ，BC 段 为 其 附属 部 分 ， 而 CD 段 则 是 更 高 层次 的 附属 部 分 。 


以 上 所 介绍 的 组 成 方式 是 多 跨 静 定 梁 的 两 种 基本 形式 。 为 了 更 加 清晰 地 表示 出 整个 结 
构 各 个 部 分 之 间 的 依存 关系 ， 常 绘 出 受 力 层次 图 ， 如 图 3-11(c) 和 图 3-12(c) 所 示 。 


(0) 层次 图 


图 3-12 ” 屋 盖 中 的 多 跨 静 定 梁 示 意图 


从 受 力 分 析 方 面 考虑 ， 基 本 部 分 不 依赖 附属 部 分 ， 可 以 独立 承受 荷载 的 作用 ， 而 附属 
分 必须 依靠 基本 部 分 才能 承受 荷载 的 作用 。 当 荷载 单独 地 作用 于 基本 部 分 时 ， 只 有 基本 


分 产生 内 力 ， 附 属 部 分 不 产生 内 力 ;， 而 当 荷载 作用 于 附属 部 分 上 时 ， 附 属 部 分 将 产生 内 
力 和 约束 力 ， 且 约束 力 通过 联结 部 分 向 基本 部 分 传递 。 


开 珊 


由 | chapter 


第 3 章 更 定 梁 与 静 定 刚 架 [下 


多 跨 静 定 梁 的 组 成 顺序 是 先 基本 部 分 ， 后 附属 部 分 ， 最 终 形 成 整个 结构 ， 而 计算 多 跨 
静 定 梁 时 ， 我 们 应 该 遵循 的 原则 是 : 先 计算 附属 部 分 ， 再 计算 基本 部 分 ;将 附属 部 分 的 约 
东 力 反 其 指向 ， 就 是 加 于 基本 部 分 的 荷载 。 这 样 把 多 跨 梁 拆 成 单 跨 梁 计算 ， 从 而 避免 求解 
联 立 方程 。 将 各 单 跨 梁 的 内 力图 组 合 在 一 起 就 是 多 跨 梁 的 内 力图 。 

例 3-4 试 计算 图 3-13(a) 所 示 的 多 跨 静 定 梁 ， 并 绘 出 内 力图 。 

解 : 由 于 4 处 为 固定 匀 支 座 ， 且 上 略 去 轴 向 变形 ， 故 该 多 跨 静 定 梁 各 截面 均 无 水 平 线 位 
移 。 于 是 ，4C、DG 可 视 为 基本 部 分 ，CD、GH 可 视 为 附属 部 分 。 根 据 荷载 情况 ， 作 出 该 
多 跨 静 定 梁 的 受 力 层次 图 ， 如 图 3-13(b) 所 示 。 

绘 出 各 个 部 分 隔离 体 的 受 力图 [ 见 图 3-13(c)]。 先 计算 附属 部 分 。 求 出 附属 部 分 的 约束 
力 ， 反 其 指向 加 在 基本 部 分 后 ， 对 基本 部 分 进行 计算 。 计 算数 据 分 别 标 在 图 上 ， 其 计算 过 
程 从 略 。 

当 所 有 的 支 座 反 力 求 出 后 ， 利 用 整体 平衡 条 件 予 以 检查 。 


FY- 633+1164+2564+2367+4-15xE 10x4-8-0 
证 明 支 座 反 力 计算 无 误 。 
分 别 绘 出 各 个 单 跨 梁 的 内 力图 并 组 合 在 一 起 ， 就 得 到 了 整个 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 ， 如 
3-13(d)~(f)。 


10kN/m 


20kN.m 


| 4m ~ 2 -2 -| 
(a) 多 跨 静 定 梁 及 所 受 的 荷载 


4 p 9 DE F 


(b) 层次 图 


18KN 


I5KN 
Hc=10.61KN Hp=0 
20kN,m Ve=531kKN Vp=531KN 10kN/m Vy AkN 
Ha=10.61KN | Hp0 Vo<4kN 
| He=10.61KN 


Hi=6.33kN Hs=11.64kN Vi-=25.64kN Wr=23.67KN 
(0) 每 层 受 力图 
图 3-13 例 3-4 多 跨 静 定 梁 内 力 计算 


MkN-.m) 


(e) 前 力图 


NKN) 
(9 轴 力 图 


图 3-13 例 3-4 多 跨 静 定 梁 内 力 计算 示例 ( 续 ) 


例 3-5 试 作出 如 图 3-14(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 。 

解 ， 4BC 外 伸 梁 为 基本 部 分 ，CDE 和 EFG 为 附属 部 分 。 

按照 一 般 的 步骤 ， 先 求 各 支 座 反 力 以 及 贸 结 处 的 约束 力 ， 然 后 作 前 力图 和 弯 矩 图 。 但 
是 在 某 些 情况 下 也 可 以 不 计算 支 座 反 力 ， 而 应 用 弯 矩 图 的 形状 和 特性 以 及 释 加 法 首先 绘 出 
弯 矩 图 ， 此 题 就 是 一 例 。 


4kN/m 2kN 
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(a) 多 跨 静 定 梁 及 所 受 的 荷载 


MI(kKN-.m) 
(b) 弯 矩 图 
3-14 ” 例 3-5 多 跨 静 定 梁 内 力 计算 


目 
玉 

I 
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要 QkN) 
(0) 前 力图 


4kN/m 
HD Yon 
Qip=7kKN oa 


(d) 48 段 隔离 体 受 力图 
图 3-14 例 3-5 多 跨 静 定 梁 内 力 计算 示例 ( 续 ) 


作 弯 和 矩 图 时 应 该 从 附属 部 分 开始 。 FG 段 的 弯 矩 图 与 悬臂 梁 相 同 ， 可 以 立即 绘 出 ; FD 
间 并 无 外 力作 用 ， 故 弯 矩 图 必 为 一 条 直线 ， 只 需 定 出 两 个 点 便 可 以 绘 出 此 条 直线 。 现 已 知 
Mr=-4KN "mi; 而 处 为 锐 ， 则 Me=0， 故 将 以 上 两 点 连 以 直线 ， 并 将 其 延长 至 DD 点 之 下 ， 
即 得 到 DF 段 梁 上 的 弯 矩 图 ， 同 时 可 以 得 出 Mp=4kKN。 m。 用 同样 的 方法 可 以 绘制 出 BD 段 
梁 的 弯 矩 图 。 而 48 段 梁 有 均 布 荷载 的 作用 ， 其 弯 矩 图 可 以 用 登 加 法 绘 出 。 这 样 ， 未 经 过 计 
算 反 力 而 绘 出 了 全 梁 的 弯 矩 图 ， 如 图 3-14(b) 所 示 。 

有 了 弯 矩 图 ， 前 力图 即 可 根据 微分 关系 或 者 平衡 条 件 求 得 。 对 于 弯 矩 图 为 直线 的 区 段 ， 
利用 弯 矩 图 的 坡度 ( 即 斜率 ) 来 求 剪 力 是 很 方便 的 。 例 如 BD 段 梁 的 剪 力 为 

On = 人 委 4-2kN 
4 

至 于 前 力 的 正 负 号 ， 可 以 按照 以 下 方法 判定 : 若 弯 矩 图 是 从 基线 顺 时 针 方 向 转 的 (以 小 

于 90” 的 转角 )， 则 剪 力 为 正 ， 反 之 为 负 。 据 此 可 知 Oap 为 正 。 又 如 DF 段 梁 有 


Qpr =- 全 -2N 


对 于 弯 矩 图 为 曲线 的 区 段 ， 例 如 4B 段 梁 ， 可 取出 该 段 梁 为 隔离 体 ， 如 图 3-14(d) 所 示 ， 
由 》 Ms =0 和 > M,=0 可 分 别 求 得 


_4x4x2-4 


Qs = 4 7kKN 
i 


在 均 布 荷载 作用 的 区 段 ， 前 力图 应 该 为 斜 直线 ， 故 将 以 上 两 点 连 以 直线 ， 即 得 4B 段 梁 
的 前 力图。 整个 多 跨 静 定 梁 的 前 力图 如 图 3-14(c) 所 示 。 


3.3” 静 定 平面 刚 架 


刚 架 (也 称 框架 ) 是 由 若干 直 杆 组 成 的 具有 刚 结 点 的 结构 ， 具 有 刚 结 点 是 刚 架 的 主要 特 


nC 
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chapter | 


03 结构 力学 


征 。 在 刚 结 点 处 ， 各 杆 端 既 不 能 发 生 相 对 移动 ， 也 不 能 发 生 相对 转动 ， 在 外 部 因素 作用 下 ， 
汇 交 于 刚 结 点 处 各 杆 件 之 间 的 夹 角 保持 不 变 。 图 3-15 所 示 为 一 门 式 刚 架 , 在 荷载 作用 下 C、 
DD 两 结 点 处 梁 、 柱 夹 角 在 刚 架 变 形 前 后 均 为 直角 。 

平面 刚 架 的 杆 件 截面 上 一 般 有 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 三 种 内 力 分 量 。 
由 于 刚 架 结 点 能 够 承受 和 传递 弯 矩 ， 所 以 可 以 改善 结构 的 受 力 性 能 。 
工程 中 使 用 的 刚 架 大 多 为 超 静 定 刚 架 , 静 定 刚 架 只 在 结构 比较 简单 以 
及 荷载 较 小 的 情况 下 采用 。 尽 管 如 此 ， 由 于 静 定 刚 架 内 力 分 析 是 超 静 
定 刚 架 计算 的 基础 ， 对 静 定 刚 架 的 内 力 计算 必须 熟练 掌握 。 静 定 平面 
刚 架 按照 几何 组 成 方式 可 以 分 为 以 下 三 种 形式 ， 即 单 体 刚 架 、 三 铵 刚 
架 和 具有 基本 -附属 关系 的 刚 架 ， 如 图 3-16 和 图 3-17 所 示 。 


工本 1 


(gD) 简 支 单 体 刚 可 (b) 悬 回 单 体 刚 梨 (6) 三 贸 刚 架 


图 3-15“ 门 式 刚 架 


3-16 ” 单 体 刚 架 和 三 铵 刚 架 


图 3-17 具有 基本 -附属 关系 的 刚 架 


静 定 刚 架 的 内 力 计 算 方法 原则 上 与 静 定 粱 相同， 通常 先 求 出 支 座 反 力 ， 然 后 逐 杆 按照 
“分 段 、 定 点 、 连 线 ” 的 步骤 绘制 内 力图 。 

在 刚 架 的 内 力 计 算 中 ， 弯 矩 图 通常 绘 在 杆 件 的 受 拉 侧 ， 而 不 注 明正 负 号 ， 其 剪 力 和 轴 
力 的 正 负 号 规定 与 梁 相同 ， 剪 力图 和 轴 力 图 可 绘制 在 杆 件 的 任 一 侧 ， 但 必须 注 明 正 负 号 。 

为 了 明确 地 表示 刚 架 上 不 同 截面 的 内 力 ， 尤 其 为 区 分 汇 交 于 同一 结 点 的 各 杆 端 截面 的 
内 力 ， 使 之 不 至 于 混淆 ， 通 常 在 内 力 符号 后 面 引用 两 个 脚 标 : 第 一 个 脚 标 表示 内 力 所 属 截 
曾 ， 第 二 个 脚 标 表示 该 截面 所 属 杆 件 的 另 一 端 ， 例 如 Mg 表示 4B 杆 4 端的 弯 矩 ，Cus 表 示 
4B 杆 4 端 截 面 的 剪 力 ， 以 此 类 推 。 


3.3.1 单 体 刚 架 
单 体 刚 架 是 按照 两 刚 片 规则 由 上 部 与 基础 组 成 的 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 如 简 支 


刚 架 、 悬 臂 刚 粱 等 [ 见 图 3-17(a)、(b)]。 其 特点 是 : 以 整体 为 隔离 体 ， 支 座 反 力 只 有 三 个 ， 
因此 只 需 三 个 平衡 方程 ， 就 能 将 全 部 反 力 求 出 来 。 


I 
Pe 
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例 3-6 试 作 如 图 3-18(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 


15kN Cc 8kN/m 


村 [i 20kN 区 4 
ElII F 15 
出 16 
Hi=15KN 7 
4m him AM 图 (KN:m) 
Wa=5kN Vp=65kKN 
(a) 简 支 刚 架 及 所 受 的 荷载 (b) 讨 算 图 
EN CC sym 20N 
D EF F 
15kN 0 
1 45kNem 去 
和 ”N 图 (KN) 
(c) 前 力图 (d) 轴 力 图 (e) [一 了 截面 以 上 的 隔离 体 
图 3-18 简 支 刚 架 内 力 计算 示例 
解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 
以 结构 整体 为 研究 对 象 : 
了 天 = H,=15kN(<) 
>M,=0 Vx4—-20x5—8x5x2.5—15x4=0 
V, =65kN(1) 
> Ms=0 Vx4+8x5x1.5—15x4—20x1=0 
V, =SKNC) 
校 核 : 
>T7=65-5-8x5-20=0 
证 明 支 座 反 力 计 算 无 误 。 
(2) 绘制 弯 矩 图 。 选 择 4、 刀 、C、 开 、 下 、 了 为 控制 截 点 ， 计 算 杆 端 弯 矩 值 。 控 制 截面 


的 弯 矩 值 等 于 该 截面 任意 一 侧 ( 视 结构 受 力 情况 而 定 ， 以 受 力 简单 、 便 于 计算 为 原则 ) 所 有 外 
力 对 截面 形 心力 矩 的 代数 和 。 


AD 杆 : Mip=0 
Mn =15x3= 45kNem( 右 侧 受 拉 ) 
DC 杆 : Mpc =15x1=15kNom( 左 侧 受 拉 ) 
WM =0 
EF 杆 : My = 
Ma =20x1+8x1x0.5=24kNem( 上 侧 受 拉 ) 
BE 杆 : Ms =Mzs =0 


娄 4 
1 
国 
bbe] 
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DE 杆 : Mos = Mps + Mpe =60kNem( 下 侧 受 拉 ) 
Ma = Mgr + Mzs =24kKNem( 上 侧 受 拉 ) 
根据 以 上 数据 绘制 出 刚 架 弯 矩 图 ， 如 图 3-18(b) 所 示 。 
(3) 绘制 前 力图 。 用 截面 法 逐 杆 计算 控制 截面 剪 力 。 


AD 杆 : Ds = 
DC 杆 ; Qpc =Qcp =15KN 
EF 杆 : Qrs =20kKN 

Qs =20+1x8=28KN 
BE 杆 : Qs =Qrs =0 
DE 杆 : Qps =-SkKN 


Om =20+8x1-65=-37kN 
根据 以 上 数据 ， 绘 出 刚 架 剪 力图， 如 图 3-18(c) 所 示 。 剪 力图 也 可 以 利用 微分 关系 根据 
弯 矩 图 绘制 。 
(4) 绘制 轴 力 图 。 用 截面 法 逐 杆 计算 各 杆 轴 力 。 


AD 杆 : Np = Nm =V =5kN( 拉 力 ) 
DC 杆 : Noc = Nep =0 

EF 杆 : Nrs = Ngr = 

BE 杆 : Nas = Nas =—Vs = -65kKN( 压 力 ) 
DE 杆 : Nps = Nep =0 


根据 以 上 数据 ， 绘 出 刚 架 的 轴 力 图 ， 如 图 3-18(d) 所 示 。 轴 力图 也 可 以 根据 前 力图 绘制 。 
(5) 校 核 内 力图 。 截 取 刚 架 任 一 部 分 为 隔离 体 ， 都 应 该 满足 静 力 平衡 条 件 。 例 如 ， 作 
I 一 工 截面 [ 见 图 3-18(a)]， 以 截面 上 半 部 分 结构 为 研究 对 象 [ 见 图 3-18(e)]。 由 
DM,=45+20x5+8x5x2.5+15x1-65x4=0 
DX=15-15=0 
DY=65-5-20-8x5=0 

可 知 隔离 体 的 内 力 满足 静 力 平衡 条 件 。 

在 静 定 刚 架 中 ， 常 常 也 可 以 不 求 或 者 少 求 反 力 而 迅速 绘制 出 弯 矩 图 。 例 如 ， 悬 臂 刚 架 、 
结构 上 如 果 有 悬 臂 部 分 以 及 简 支 粱 部 分 ( 含 两 端 铵 结 直 杆 承受 横向 荷载 )， 则 其 弯 矩 可 先 给 
出 ， 充 分 利用 弯 矩 图 的 形状 特征 (最 常用 的 是 直 杆 无 荷载 区 段 的 弯 矩 图 为 直线 ， 有 均 布 荷载 
区 段 为 抛物 线 和 匀 处 弯 矩 为 堆 )， 刚 结 点 处 的 力矩 平衡 条 件 ， 用 倒 加 法 作 弯 和 矩 图 ， 外 力 与 杆 
轴 重 合 ， 或 支 座 反 力 通过 杆 轴 时 不 产生 弯 矩 ; 外力 与 杆 轴 平 行 及 外 力 偶 产 生 的 弯 矩 为 常数 ， 
以 及 对 称 性 的 利用 等 ， 这 些 都 将 给 绘制 弯 矩 图 的 工作 带 来 极 大 的 方便 。 至 于 前 力图 ， 则 可 
以 根据 弯 矩 图 ， 利 用 平衡 条 件 求 得 ， 根 据 剪 力图 又 可 以 作出 轴 力 图 。 

例 3-7 试 作 如 图 3-19(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 
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(b) 弯 矩 图 
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图 (N) NN) 
(D 前 力图 (8) 轴 力 图 


图 3-19 简 支 刚 架 内 力 计算 示例 


解 : 由 刚 架 整体 平衡 条 件 允 世 = 0 ， 可 知 水 平反 力 
H; =5kN(<¢-) 

此 时 不 需要 再 求 出 两 个 竖 向 反 力 即 可 以 绘 出 刚 架 的 全 部 弯 矩 图 。 因 为 反 力 4 与 竖 杆 
4C 重合 ，Vs 与 竖 杆 BD 重合 ， 由 截面 法 可 知 : V、Vs 无 论 多 大 ， 都 不 会 对 4C 杆 和 BD 
杆 产生 弯 矩 。 因 此 ， 该 两 紧 杆 的 弯 矩 图 已 可 作出 [ 见 图 3-19(b)]。 然 后 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 
平衡 条 件 [ 见 图 3-19(c)]， 可 得 


Mw =20kNom( 上 边 受 拉 ) 
再 考虑 结 点 D 的 力矩 平衡 条 件 [ 见 图 3-19(d)] 可 得 
Mopc =20+40=60kNem( 上 边 受 拉 ) 

至 此 ， 横 梁 CD 两 端的 弯 矩 图 都 已 经 求 得 。CD 杆 上 由 于 作用 有 均 布 荷载 ， 用 又 加 原理 
可 给 出 CD 杆 的 弯 矩 图 ， 即 图 3-19(b)。 

根据 已 作出 的 弯 矩 图 , 利用 微分 关系 或 杆 段 的 平衡 条 件 可 以 作出 前 力图 , 如 图 3-19(D) 所 示 ， 
(方法 同 例 3-5， 读 者 可 以 自行 校 核 )。 然 后 ， 根 据 前 力图 ， 考 虑 各 结 点 的 投影 平衡 条 件 即 可 求 出 
各 杆 端的 轴 力 。 例 如 取出 DD 结 点 为 隔离 体 ， 如 图 3-19(e) 所 示 , 由 》 耻 =0 和 》)Y=0 分别 求 出 


和 
1 


Noc =-SKN( 压 力 ) 
Nos =-36.67KN( 压 力 
结 点 C 处 的 各 杆 端 轴 力 可 以 用 同样 的 方法 求 得 ， 从 而 绘 出 轴 力 图 ， 如 图 3-19(g) 所 示 。 


3.3.2 ”三 贸 刚 架 


三 贸 刚 架 是 按照 三 刚 片 规则 组 成 的 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 其 特点 是 ， 以 整体 为 
隔离 体 ， 支 座 反 力 有 四 个 ， 而 提供 的 平衡 方程 只 有 三 个 ， 因 此 需要 再 取 一 个 隔离 体 。 通 常 
利用 中 间 贸 处 的 弯 甜 为 零 的 条 件 ， 再 补充 一 个 平衡 方程 ， 才 能 将 全 部 支 座 反 力求 出 。 其 作 
内 力图 的 方法 和 顺序 与 单 体 刚 架 类 似 。 

例 3-8 试 作 如 图 3-20(a) 所 示 三 匀 刚 架 的 内 力图 。 


20kNVm 
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(a) 三 匀 刚 架 及 所 受 的 荷载 (b) 弯 算 图 
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(c) 前 力图 (d) 匀 C 隔 离 体 受 力图 (e) 轴 力 图 


图 3-20 三 铵 刚 架 内 力 计算 示例 


解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
以 整体 为 隔离 体 ， 求 得 


> AM =0 Vx8—20x8x4=0 
V, =80kN(1) 
PM,=0 Vx8—20x8x4=0 
V, =80kN(T) 
双关 = = 
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以 贸 C 左 半 部 分 为 隔离 体 ， 铵 C 处 Me =0。 


EM=0 Hx8+20x4x2—80x4=0 
H, =20kN(—>) 
Hs =20kN(<-) 
校 核 : 7=80+80-20x8=0 
(2) 求 各 控制 截面 的 内 力 。 
Mp = Me =0 


M 值 : Mp = Mpc =20x6=120kNem( 外 侧 受 拉 ) 
Co = Qo = -20KN 
Qpc =V, xcosa—H, Xi =80x =20x- =62:6IRN 


2 值 : 1 
=80x—=-20x 一 -20x4x 一 =-8.94kN 
Oo V5 J 慷 
Np = Nps =-80kN 
和 1 2 
N 值 :Nyc =-Vxsing-H,xcosa=-80x 一 -20x 一 =53.67kN 
DC 4 4 V5 J 
1 要 1 
No =-80x——=—20x 一 +20x4x 一 ==-17.89kN 
2 V5 V5 V5 


由 于 结构 为 对 称 结构 ， 荷 载 为 正 对 称 的 荷载 ， 所 以 M 图 、N 图 为 正 对 称 性 图 形 ，O 图 
则 为 反对 称 图 形 ， 则 右 半 刚 架 的 内 力 值 可 由 上 述 特征 求 出 。 最 终 的 弯 矩 图 、 剪 力图 和 轴 力 
图 如 图 3-20(b)、(c)、(e) 所 示 。 
以 铵 C 为 隔离 体 ， 检 验 > 了 =0 是 否 可 以 满足 ， 如 图 3-20(d) 所 示 。 
DY=—Nop xsing— Nes xsing +Qcp xcosaw+Oc xcosw 


=_17.89x-L_17.89x_L +8.94x-2+8.94x-2 ~0 


V5 V5 V5 V5 
证 明 剪 力 、 轴 力 计算 正确 。 
以 上 为 对 称 结构 在 正 对 称 荷载 作用 下 M、Q、NN 图 的 特征 。 若 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作 
用 下 ， 则 M、N 图 为 反对 称 性 图 形 ， 而 C 图 则 为 正 对 称 性 图 形 。 读 者 可 以 自行 用 适当 的 例 
题 计 算 证 明 。 


3.3.3 ”具有 基本 -附属 关系 的 刚 架 


这 类 刚 架 的 分 析 过 程 与 多 跨 静 定 梁 一 样 ， 首 先 分 清 哪 里 是 基本 部 分 与 附属 部 分 ， 然 后 
按照 先 分 析 附 属 部 分 后 分 析 基 本 部 分 的 顺序 进行 计算 ， 此 时 应 该 注意 各 个 部 分 之 间 的 作用 
与 反作用 关系 。 

例 3-9 试 作 如 图 3-21(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 

反 力 求 出 后 即 可 给 出 整个 结构 的 弯 矩 图 ， 如 图 3-21(c) 所 示 。 
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3-21 例 3-9 具有 基本 -附属 关系 刚 架 的 内 力 分 析 


解 : 先进 行 几何 构造 分 析 。 中 间 部 分 4ECDFB 为 简 支 刚 架 ， 是 基本 部 分 ， 两边 GHE 
和 FIJK 是 附属 部 分 ， 分 别 由 锐 E 和 贸 下 与 基本 部 分 相连 。 首 先 将 附属 部 分 GHE 和 FJK 
作为 隔离 体 ， 将 其 反 力 He、Vx 以 及 与 基本 部 分 相连 的 约束 力 VE、He、VF、Hz 求 出 来 ， 然 
后 将 约束 力 下、He、Ve、H# 等 值 反 向 的 力作 用 在 基本 部 分 上 ， 连 同 荷 载 一 起 ， 计 算出 基本 
部 分 的 反 力 为、 到 和 厂 ， 如 图 3-21(b) 所 示 。 

例 3-10 试 作 如 图 3-22(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 


C 只 20KN 
后 
10kN/m 6G 
E> E 
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(a) 刚 架 及 所 受 的 荷载 
图 3-22 例 3-10 具有 基本 -附属 关系 刚 架 的 内 力 分 析 
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(c) BDEF 隔 离 体 受 力图 (d) 最 终 弯 矩 图 


3-22 例 3-10 具有 基本 -附属 关系 刚 架 的 内 力 分 析 ( 续 ) 


解 : 先进 行 几何 构造 分 析 。 左 边 4BCDEF 为 三 铵 刚 架 ， 是 基本 部 分 ;右边 的 FG 为 附 
属 部 分 ， 由 铵 下 与 基本 部 分 相连 。 首 先 ， 将 FG 部 分 作为 隔离 体 ， 将 其 反 力 Ve 及 与 基本 
部 分 相连 的 约束 力 灰 和 Hs 求 出 来 , 再 将 友和 玉 等 值 的 反 向 力作 用 在 基本 部 分 上 ， 然 后 
以 基本 部 分 整体 为 隔离 体 ， 求 出 竖 向 反 力 态 和 Vs， 如 图 3-22(b) 所 示 。 竖 向 反 力 六 和 瑟 
求 出 后 ,再 拆 开 D 匀 ， 以 BDEF 为 隔离 体 ， 如 图 3-22(c) 所 示 ， 求 出 水 平 约束 力 Hp 和 水 平 
反 力 Hs' 再 以 整体 为 隔离 体 求 出 水 平反 力 鼠 。 反 力求 出 后 即 可 绘 出 整个 结构 的 弯 矩 图 ， 
如 图 3-22(d) 所 示 。 

例 3-11 试 作 如 图 3-23(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 
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图 3-23 单 跨 两 层 静 定 刚 架 的 内 力 分 析 示 例 
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图 (KN.m) 
(0) 最 终 弯 条 图 


图 3-23 单 跨 两 层 静 定 刚 架 的 内 力 分 析 示 例 ( 续 ) 


解 : 此 结构 是 一 单 跨 两 层 的 静 定 刚 架 ,第 一 层 4BCDE 为 三 铵 刚 架 ， 是 基本 部 分 ， 第 二 
层 DEFGH 为 附属 部 分 ， 由 也 锐 和 EE 贸 联 结 。 首 先 作 出 层次 图 ， 如 图 3-23(b) 所 示 。 附 属 部 
分 的 约束 力求 出 后 ， 反 向 加 在 基本 部 分 上 ， 附 属 部 分 和 基本 部 分 按照 三 铵 刚 架 求解 (求解 过 
程 请 读者 自己 完成 )。 最 终 的 弯 矩 图 如 图 3-23(c) 所 示 。 


复习 思考 题 


1. 什么 是 “ 拟 简 支 梁 区 段 合 加 法 ”? 使 用 该 法 绘制 直 杆 弯 矩 图 时 应 该 注意 什么 问题 ? 

2. 试 比较 简 支 水 平 梁 与 斜 梁 的 内 力 计算 有 什么 相同 之 处 ， 有 什么 不 同 之 处 。 

3. 区 分 多 跨 静 定 梁 的 基本 部 分 与 附属 部 分 有 什么 作用 ? 确定 某 一 部 分 为 基础 部 分 或 者 
是 附属 部 分 与 荷载 有 无 关系 ? 

4. 如何 根据 弯 矩 图 来 作 前 力图 ? 又 如 何 进而 作出 轴 力图 以 及 求 出 支 座 反 力 ? 

5. 如 图 所 示 的 多 跨 静 定 梁 ， 今 欲 使 CD 跨 中 正 弯 矩 与 下、 下 两 支 座 负 弯 窍 绝对 值 相 等 ， 
试 确定 贸 C、 匀 DD 的 位 置 。( 管 案 : 外 1/ 4) 此 多 跨 静 定 梁 的 弯 矩 图 与 多 跨 简 支 梁 的 弯 矩 图 相 
比 ， 哪 一 个 更 加 合理 ? 为 什么 ? 


7 Lx ia 7 7 
| 
复习 思考 题 5 图 
6. 如 何 利用 几何 组 成 分 析 结 论 计算 支 座 (联系 ) 反 力 ? 
7. 作 平面 刚 架 内 力图 的 一 般 步 又 是 什么 ? 
8. 当 不 求 或 者 少 求 支 座 反 力 而 迅速 作出 弯 矩 图 时 ， 有 哪些 规律 可 以 利用 ? 
9. 静 定 结构 内 力图 分 布 情况 与 杆 件 截面 的 几何 性 质 和 材料 的 物理 性 质 是 否 有 关系 ? 
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习 题 


3-1 试 作出 图 示 单 跨 静 定 梁 的 内 力图 。 
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45° 
B 
bP H 8 C > 
BD 用 4 


am 如 | 


(0 (qd) 
习题 3-1 


3-2” 试 作出 图 示 和 斜 梁 的 内 力图 。 
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习题 3-2 图 
3-3” 试 作出 多 跨 静 定 梁 的 MM 图 和 0 图 。 
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习题 3-3 图 
3-4 试 作出 多 跨 静 定 梁 的 M 图 。 
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习题 3-4 


3-5 如 图 所 示 多 跨 静 定 梁 , 全 长 承受 均 布 荷载 g, 各 跨 长 度 均 为 1, 现 欲 使 梁 的 最 大 正 、 
负 弯 矩 的 绝对 值 相等 ， 试 确定 铵 孔 、 贸 五 的 位 置 。 


习题 3-5 
3-6” 试 不 经 过 计算 反 力 绘制 出 多 跨 静 定 梁 的 MM 图 。 
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习题 3-6 图 
3-7” 试 找 出 下 列 M 图 的 错误 。 
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习题 3-7 图 
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习题 3-7 图 ( 续 ) 


(8) 


3-8” 试 作 图 示 刚 架 的 MM 图 、0O 图 、N 图 。 


20kN/m 40kN-m 20kN 20kN 


后 |2om 
cl 所 
E el 
5 E 
气 
EE 
4 
2m 4m 6kN/m 
4m 4m 
(d) (e) () 
习题 3-8 


3-9” 试 不 经 计算 快速 作出 图 示 刚 架 的 MM 图 。 
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习题 3-9 
3-10” 试 作出 图 示 结 构 的 MM 图 。 
4kN/m SKN 
6kN F| 
四 所 
后 导 
A 
4m 4m 2m. 
(a) 
E 
| 
| 
加 司 
© 
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习题 3-10 图 ( 续 ) 


学 习 本 章 的 基本 要 求 : 
掌握 拱 的 特征 和 受 力 特点 ， 能 够 正确 计算 出 三 贸 拱 的 反 力 和 任意 截面 的 内 力 ， 掌 握 拱 
的 合理 轴线 的 概念 。 


拱 式 结构 是 指 杆 的 轴线 为 曲线 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 产生 水 平反 力 的 结构 。 拱 式 结 
构 形 式 有 三 铵 拱 、 两 铵 挫 和 无 匀 拱 等 几 种 ， 如 图 4-1 所 示 ， 其 中 三 贸 拱 为 静 定 结 构 ， 两 匀 拱 
及 无 贸 拱 为 超 静 定 结构 。 本 章 只 讨论 三 贸 拱 。 


(a) 三 匀 拱 (b) 两 绞 拱 (9) 无 铵 拱 
4-1 拱 的 结构 形式 计算 


拱 式 结构 与 梁 式 结构 的 区 别 不 仅 在 于 外 形 不 同 ， 更 重要 的 是 在 于 水 平反 力 是 否 存 在 。 
因此 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 水 平反 力 的 存在 是 拱 区 别 于 梁 的 一 个 重要 标志 。 水 平反 力 通 常 称 
为 水 平 推力 (简称 推力 )， 所 以 也 把 拱 结 构 称 为 推力 结构 。 如 图 4-2(a) 所 示 的 三 铵 拱 结构 ， 在 
竖 向 荷载 作用 下 不 仅 有 竖 向 反 力 玉 、Vs， 而 且 有 水 平反 力 有 、Hs。 图 4-2(b) 为 曲 梁 结构 ， 
在 竖 向 荷载 作用 下 水 平反 力 为 零 ， 这 是 曲 梁 与 拱 的 不 同 之 处 。 由 于 水 平反 力 的 作用 ， 拱 的 
弯 矩 比 承受 同样 荷载 且 具 有 同样 跨度 曲 梁 的 弯 算 小 。 拱 的 优点 是 自重 轻 ， 用 料 省 ， 故 可 跨 
越 较 大 的 空间 ;同时 ， 拱 主要 承受 压力 ， 因 此 可 以 采用 抗 拉 性 能 弱 而 抗 压 性 能 强 的 材料 ， 
如 砖 、 石 、 混 凝 土 等 。 但 拱 的 构造 比较 复杂 ， 施 工 费 用 高 ， 且 由 于 推力 的 作用 需要 有 坚固 


的 基础 。 
拱 式 结构 各 部 分 的 名 称 如 图 4-3 所 示 。 拱 的 外 轮廓 线 称 为 外 缘 ， 内 轮廓 线 称 为 内 缘 。 拱 
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轴 中 间 最 高 点 称 为 拱 项 ， 三 匀 拱 的 拱 顶 通常 是 布置 中 间 匀 的 地 方 。 拱 的 两 端 与 支 座 联结 处 
称 为 拱 趾 , 两 拱 趾 的 水 平 距离 1 称 为 跨度 。 由 拱 顶 到 拱 趾 连 线 的 竖 向 距离 了 称 为 拱 高 或 矢 高 。 
拱 高 与 跨度 之 比 111 称 为 高 跨 比 。 拱 的 主要 性 能 与 拱 的 高 跨 比 有 关 , 在 工程 中 .17 值 通常 为 1 一 
1.0。 拱 的 轴线 常用 抛物 线 和 圆 弧 ， 有 时 也 采用 悬 链 线 。 


(a) 拱 结构 (b) 曲 梁 结构 
图 4-2 拱 与 曲 梁 的 受 力 分 析 


三 贸 拱 是 一 种 静 定 拱 式 结构 ， 在 桥梁 和 屋 盖 中 都 得 到 了 应 用 。 为 了 克服 水 平 推力 对 支 
承 结构 (如 墙 、 柱 ) 的 影响 ， 常 常 在 三 贸 拱 支 座 间 联 结 水 平 拉杆 并 ， 将 一 固定 匀 支 座 设 为 可 动 
铵 支 座 ， 如 图 4-4 所 示 。 拉 杆 内 所 产生 的 拉力 代替 了 支 座 的 推力 , 支 座 在 竖 向 荷载 的 作用 下 
只 产生 竖 向 反 力 。 这 种 结构 的 内 部 受 力 情 况 与 一 般 的 拱 并 无 区 别 ， 故 称 为 带 拉 杆 的 三 贸 拱 。 
4-5 所 示 为 工程 中 使 用 的 装配 式 钢 筋 混 凝 土 三 铵 拱 。 


图 4-3 拱 各 部 分 名 称 图 4-4 带 拉杆 的 三 铵 拱 


图 4-5 具有 拉杆 的 装配 式 钢筋 混凝土 三 铵 拱 示 意图 


4.2 ”三 贸 拱 的 内 力 计算 


而 以 图 4-6(a) 所 示 的 两 拱 趾 在 同一 水 平 线 上 的 三 贸 拱 为 例 , 讨论 在 竖 向 荷载 作用 下 三 
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铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 方法 ， 并 将 拱 与 承受 同样 荷载 且 具 有 相同 跨度 的 梁 加 以 比较 ， 
用 以 说 明 拱 的 受 力 特 性 。 


4.2.1 支 座 反 力 计算 


三 贸 拱 有 四 个 支 座 反 力 态 、 豆 、 砂 、 砂 ， 如 图 4-6(a) 所 示 ， 求 解 时 需要 四 个 方程 。 拱 
的 整体 有 三 个 平衡 方程 ， 此 外 可 利用 匀 C 处 弯 矩 为 零 的 条 件 建 立 第 四 个 静 力 平 衡 方程 。 四 
个 方程 解 四 个 未 知 反 力 ， 所 以 三 铵 拱 是 静 定 结构 。 考 虑 拱 的 整体 平衡 ， 由 y Ms =0 和 
>》 Ms =0， 可 求 出 拱 的 竖 向 反 力 


ll 

,=3(Rh + Rb) 
1 

DV = Taa +Ba,) 


为 了 便于 比较 ,我 们 在 图 4-6(b) 中 画 出 一 个 简 支 粱 ， 跨 度 和 荷载 都 与 三 铵 拱 相 同 。 因 为 
荷载 是 竖 向 的 ， 梁 没有 水 平反 力 ， 只 有 竖 向 反 力 Vo 和 。 简 支 梁 的 竖 向 反 力 V 和 成 同样 
可 分 别 由 平衡 方程 > Ms =0 和 》 Ms =0 求 出 ， 且 和 拱 的 竖 向 反 力 完全 相同 ， 即 


V,=Vy 
4-1 
p= (4-1) 
由 拱 的 整体 平衡 方程 ZXK=0， 得 
H,=H,=H 


4、B 两 点 的 水 平反 力 方向 相反 ， 大 小 相等 ， 且 以 及 表 示 两 个 水 平反 力 即 推力 的 大 小 。 
利用 贸 C 的 弯 矩 Mc=0 的 条 件 ， 可 以 求 出 推力 且 。 取 锐 C 左 半 部 分 为 隔离 体 ， 则 有 
Me =Vh -RO -a)-H =0 
即 
H = 了 [4 -BO —a)] 


而 相应 简 支 梁 对 应 截面 C 的 弯 矩 Me = 有 一 BC 一 4)， 而 V9 =V4， 则 上 式 可 写成 
M?" 
se 4-2 
7 (4-2) 
由 此 可 知 ， 推 力 与 拱 轴 的 曲线 形式 无 关 ， 而 与 拱 高 J 成 反比 ， 拱 愈 低 推力 愈 大 。 荷 载 向 
下 时 ,万 为 正 值 ， 方 向 如 图 4-6(a) 所 示 ， 推 力 是 向 内 的 。 当 ,大 0， 推 力 五 ~ ， 此 时 4、 了 、 


C 三 个 贸 在 一 条 直线 上 ， 拱 变 成 了 几何 瞬 变 体系 。 


二 
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(b) 简 支 梁 计算 简 图 


4 MR 
m OR 
(0) 拱 的 隔离 体 图 (d) 梁 的 隔离 体 图 
图 4-6 三 贸 拱 与 简 支 梁 计 算 简 图 及 隔离 体 图 


4.2.2 内力 计算 


取 与 拱 轴线 的 切线 成 正 交 的 任 一 横 截 面 K[ 见 图 4-6(a)], 且 设 该 截面 形 心 坐 标 为 (xx, yx)， 
截面 处 拱 轴 切线 与 x 轴 的 夹 角 为 pk。 在 图 示 坐 标 系 中 ， 规 定 gx 在 左 半 拱 为 正 ， 右 半 拱 为 负 。 
取 截 面 天 左 部 分 为 隔离 体 ， 该 截面 的 内 力 为 弯 矩 Mg、 剪 力 COk、 轴 力 Nx[ 见 图 4-6(c)]， 且 规 
定 弯 矩 以 拱 的 内 侧 纤维 受 拉 为 正 ， 剪 力 使 截面 两 侧 的 隔离 体 有 顺 时 针 转 动 趋势 时 为 正 ， 轴 力 
以 压力 为 正 , 如 图 所 示 。 在 计算 中 , 利用 简 支 梁 相 应 截面 天 的 弯 矩 MX 和 剪 力 O8 [ 见 图 4-6(d)] 
进行 对 比 。 

1. 弯 和 矩 的 计算 

由 如 图 4-6(c) 所 示 的 拱 的 隔离 体 平 衡 ， 利 用 弯 矩 计算 法 则 ， 得 

Mx =[Vxx -P(xx -01)]— Hyx 
相应 的 简 支 梁 天 截面 处 的 弯 算 为 
MK =[Vaxx — P(xx —a)] 


代入 上 式 得 
Mx = Me — Hyx (43) 
由 式 (4-3) 可 知 ， 由 于 水 平 推力 的 存在 ， 拱 的 截面 的 弯 矩 小 于 相应 简 支 梁 积 面 的 灾 矩 。 
2、 剪 力 的 计算 
三 匀 拱 任 一 截面 玉 的 剪 力 等 于 该 截面 一 侧 所 有 外 力 在 该 截面 切线 方向 上 的 投影 代数 和 。 
由 图 4-6(e) 
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OQ =V, cospr 一 及 cospx -Hsinge 
= PB)eospe Hsinge 
而 相应 简 支 梁 对 应 截面 的 剪 力 为 
=V -B=V, 
代入 上 式 得 
Cr = (0 cospxr -Hsingx (4-4) 
3. 轴 力 的 计算 


同 理 ,三 铵 拱 任 一 截面 天 的 轴 力 等 于 该 截面 一 侧 所 有 外 力 在 该 截面 法 线 (或 轴线 切线 ) 
方向 上 的 投影 代数 和 。 由 于 拱 主要 承受 压力 ， 规 定 拱 的 轴 力 以 压力 为 正 ， 反 之 为 负 。 由 
4-6(c) 得 

Nx =V, singr —Psingr + Heosgr 
=(, -PB)singe + Hcospx 
即 


Nx = Qe singr + Heosgr (4-5) 


利用 式 (4-3) 一 式 (4-5) 可 计算 三 铵 拱 中 任 一 截面 上 的 内 力 。 对 于 拱 的 内 力图 ， 可 给 出 若 
干 截面 的 位 置 ， 分 别 求 出 各 截面 的 内 力 ， 然 后 在 水 平 基线 上 标 出 各 截面 内 力 值 ， 用 曲线 连 
接 各 点 ， 标 出 正 负 ， 即 得 内 力图 。 

由 以 上 分 析 可 知 拱 的 受 力 特 点 如 下 。 

(1) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 拱 存在 水 平反 力 ， 即 推力 。 

(2) 由 于 推力 的 存在 ， 三 匀 拱 截面 上 的 弯 矩 比 相应 简 支 梁 的 弯 矩 小 。 弯 矩 的 降低 ， 使 拱 
更 充分 地 发 挥 材料 的 作用 。 

(3) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 拱 的 截面 上 存在 着 较 大 轴 力 ， 且 一 般 为 压力 ， 因 而 拱 便于 利 
用 抗 压 性 能 好 而 抗 拉 性 能 差 的 材料 ， 如 砖 、 石 、 混 凝 土 等 。 由 于 推力 的 出 现 ， 三 贸 拱 的 基 
础 比 梁 的 基础 要 大 。 因 此 ， 用 拱 作 屋顶 时 ， 都 使 用 有 拉杆 的 三 铵 拱 ， 以 减少 对 墙 (或 柱 ) 的 
推力 。 

例 4-1 试 作 如 图 4-7(a) 所 示 三 贸 拱 的 内 力图 。 拱 轴 为 一 抛物 线 ， 坐 标 原点 取 4 支 座 ， 


其 方程 为 y= 


解 : 计算 支 座 反 力 。 
由 式 (4-1) 和 式 (4-2) 可 得 
及 = 了 到 20x6x9+100x3 _115N 
12 
,p= 20x6x3+100x9_ 05kN 
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和 二 
HH Me _105x6-100x3 8 sy 
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由 于 拱 的 内 力 方 程 比 较 复杂 ， 直 接 按 方程 作 图 非常 困难 。 一 般 作法 是 将 拱 跨 等 分 成 若 
干 等 份 ， 按 式 (4-3) 一 式 (4-5) 计 算 各 等 分 点 对 应 的 拱 轴 截 面 上 的 内 力 ， 然 后 用 描 点 的 方法 画 
出 这 些 内 力 值 ， 再 连 以 曲线 ， 即 得 所 求 的 内 力图 。 对 于 本 题 ， 我 们 将 拱 跨 分 成 八 等 分 ， 分 
别 计 算出 各 等 分 点 处 截面 上 的 内 力 值 ， 并 根据 这 些 数 值 作出 内 力图 。 
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图 4-7 三 铵 拱 的 内 力图 
(9) 三 铵 拱 计算 简 图 ，(Cb) 弯 矩 图 ，(@) 前 力图 ，(d 轴 力图 
为 了 说 明 计算 方法 ， 现 取 距 4 支 座 3m 处 的 截面 2 为 例 。 此 时 ， x=3m， 由 拱 轴 方程 可 得 


p=) 3)x3=3m 
ti -侍从 ]- 名 x -加 j- 0.66 
dl。 1 人 有 12 


9, =33°42', sing, =0.555, cosg, =0.832 
根据 式 (4-3) 一 式 (4-5) 计 算出 
M, = MI - Hy, =115x3-3x20x3 —82.2x3=7.5kKNem 
Q,=Q@cosp, -Hsing, =(115—20x3)x0.832—82.5x0.555=0 
N,= Nsing, +Hcosg, =(115—20x3)x0.555+82.5x0.832=99.1kN 


其 他 截面 的 内 力 计算 同上 。 对 于 6 截面 ， 由 于 集中 力作 用 在 该 处 ， 相 应 简 支 梁 在 该 处 
剪 力图 发 生 突变 ， 其 值 为 集中 力 数 值 。 同 样 ， 拱 的 前 力图 及 轴 力 图 在 该 处 均 发 生 突变 ， 所 
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以 需要 分 别 计算 6 截面 以 左 和 以 右 截 面 上 的 剪 力 和 轴 力 。 各 等 分 点 处 截面 上 的 内 力 计算 结 


果 列 于 表 4-1 中 。 根 据 表 中 的 数值 作出 的 M 图 、C 图 、 六 图 ， 如 图 4-7(b) 一 (d) 所 示 。 
表 4-1 三 铵 拱 的 内 力 计算 
拱 轴 | 横 坐 纵 坐 
ta Cos， 0 
分 点 | 标 值 | 标 值 i 外 Q |Q'singlHcospg| N 
0 |0.0 |0.0 11.333 | 0.80 | 0.60 |115| 0.0 用 49.5 |141.5 
1 | 1.5 |1.75| 1.00 |0.707|0.707| 85 |150.0[-144.0| 5.6 58.3 |118.4 


3 |4.5 |3.75|0.333 78.3 |86.2 
4 160|40| 0.0 82.5 |82.5 
5 | 7.5 |3.75|-0.333 78.3 |79.9 


-oso| 060 os 00 | oo ool -so | co | aol ao 


对 于 两 铵 趾 不 在 同一 水 平 线 上 的 斜 拱 , 其 支 座 反 力 的 计算 不 能 直接 应 用 式 (4-1) 和 式 (4-2)， 
必须 利用 整体 平衡 方程 及 左 半 拱 或 右 半 拱 为 隔离 体 的 平衡 方程 联 立 求解 ， 如 图 4-8 所 示 。 其 
内 力 计算 方法 的 推导 与 前 面 的 推导 相同 ， 这 里 不 再 叙述 。 


至 于 带 拉杆 的 三 铵 拱 ， 其 支 座 反 力 


只 有 三 个 ， 


与 对 应 的 简 支 梁 的 反 力 完全 相同 ， 易 


于 求 得 。 然 后 ， 截 断 拉 杆 ， 拆 开 顶 锐 ， 取 左 半 拱 (或 右 半 拱 ) 为 隔离 体 ， 由 ,Mc =0 即 可 


求 出 


拉杆 内 力 。 


(a) 三 匀 斜 拱 计 算 简 图 
三 铵 斜 拱 计算 简 图 及 左 半 拱 隔离 体 图 


图 4-8 


(b) 左 半 拱 隔离 体 图 
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构 力学 
4.3 ”三 匀 拱 的 合理 拱 轴线 


4.3.1 ”三 匀 拱 的 压力 线 


一 般 情 况 下 ， 在 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 任 一 截面 天 上 存在 Mx、Qk、Ng 三 个 内 力 分 量 ， 由 
力 的 合成 定理 ， 可 知 它们 可 合成 一 个 合力 Rx， 如 图 4-9(b) 所 示 。 如 果 合 力 的 作用 点 O 取 在 截 
(或 截面 的 延伸 面 ) 上 ， 则 O 点 到 截面 形 心 的 距离 eo=M/AN。 由 于 拱 截 面 上 的 轴 力 多 为 压力 ， 
此 合力 R 常 称 为 截面 上 的 总 压力 。 截 面 的 合力 可 由 该 截面 以 左 (或 以 右 ) 的 隔离 体 平衡 来 确定 ， 
等 于 一 侧 所 有 外 力 的 合力 。 当 Rx 已 经 确定 ， 则 可 由 此 合力 确定 该 截面 的 弯 矩 、 前 力 、 轴 力 : 
Mx =Rk 
Cr = Rx sin ox 


Nr = Rr cosQx 


(a) 三 铵 拱 的 压力 线 (b) KK 截面 内 力 与 合力 
图 4-9 三 匀 拱 的 压力 线 和 KK 截面 内 力 与 合力 的 示意 图 


式 中 ，rg 是 由 截面 形 心 到 合力 Rk 的 垂直 距离 ，a 为 合力 Rx 与 天 截面 拱 轴 切 线 的 夹 角 。 

如 果 已 知 三 贸 拱 每 一 截面 上 总 压力 在 该 截面 上 的 作用 点 ， 这 样 ， 由 这 些 作用 点 连接 而 
成 的 一 条 折线 或 曲线 ， 称 为 三 贸 拱 的 压力 线 [ 见 图 4-9(a)]。 下 面 以 图 4-10 所 示 三 贸 拱 为 例 ， 
说 明 压 力 线 的 作法 。 


(a) 三 铵 拱 的 压力 线 一 一 索 多 边 形 (b) 力 的 多 边 形 
4-10 三 铵 拱 的 压力 线 作 图 方法 
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1. 确定 各 截面 合力 的 大 小 和 方向 


首先 用 数 解法 求 出 支 座 4、B 的 水 平 及 竖 向 反 力 三 、 杞 及 Hs、Vs， 并 求 出 其 合力 Rs 
和 Rs。 考 虑 三 铵 拱 的 整体 平衡 ， 由 图 解法 的 静 力 平衡 条 件 可 知 ， 作 用 在 结构 上 的 所 有 反 力 
Rs、Rs 及 荷载 P|，、P，,、P; 必 组 成 一 闭合 的 力 的 多 边 形 。 现 选 定 适当 的 比例 尽 ， 按 R、Pi、 
P、P3、Rs 的 顺序 作 力 多 边 形 。 以 R、Rs 的 交点 O 为 极点 ， 画 出 射线 12 和 23( 由 极点 至 力 
多 边 形 顶 点 的 连 线 称 为 射线 )， 则 R4、Rs 及 每 一 射线 代表 某 一 截面 左边 (或 右边 ) 所 有 外 力 的 
合力 的 大 小 和 方向 。 例 如 ， 在 拱 的 4K: 段 中 ， 任 一 截面 左边 只 有 一 个 外 力 Ri， 因 此 射线 Rs 
表示 4K 段 中 任 一 截面 左边 外 力 的 合力 (、 瑟 、K 表示 荷载 PL、P，、P; 作用 点 的 位 置 )。 
又 如 射线 12 表示 瑟 、 忽 段 中 任 一 截面 左边 所 有 外 力 R 与 Pi 的 合力 , 同时 也 代表 该 截面 右 
边 所 有 外 力 P，、P3、 Rs 的 合力 。 总 之 , 四 个 射线 R4、12、23、Rs 分 别 表示 4K1、 Kk、 KoK3、 
KB 四 段 中 任 一 截面 所 受 的 合力 ， 即 截面 左边 (或 右边 ) 所 有 外 力 的 合力 。 显 然 ， 射 线 只 表示 
合力 的 大 小 和 方向 ， 并 不 表示 合力 的 作用 线 。 如 果 我 们 再 确定 出 该 合力 在 三 铵 拱 位 置 图 上 
的 作用 线 ， 便 不 难 计算 出 内 力 。 


2. 确定 各 截面 合力 的 作用 线 


由 图 4-9(b) 已 经 知道 四 个 合力 R&R、12、23、Rs 的 方向 ， 如 果 再 分 别 确定 一 个 作用 点 ， 
则 每 个 合力 的 作用 线 就 确定 了 。 现 参照 图 4-9 说 明 作法 。 

首先 ， 因 为 R4 通 过 支 座 4， 故 由 4 点 出 发 ， 作 出 力 多 边 形 图 上 Rs 的 平行 线 ， 即 为 R4 
的 作用 线 ; Rs 与 Pi 的 作用 线 交 于 DD 点 ， 从 DD 点 作 12 射线 的 平行 线 即 为 合力 12(R4 与 Pi 的 
合力 ) 的 作用 线 。 以 此 类 推 , 合力 12 的 作用 线 与 P 交 于 E 点 , 自 E 点 作 23 射线 的 平行 线 即 
为 合力 23 的 作用 线 。 最 后 ,合力 23 的 作用 线 与 P3 交 于 下 点 ,过 此 点 作 Rs 的 平行 线 , 就 是 
Rs 的 作用 线 。 因 锐 C 和 贸 支 座 B 处 弯 托 为 去 ， 在 上 述 作 图 过 程 中 ， 合 力 23 的 作用 线 应 通 
过 锐 C，Rs 的 作用 线 应 通过 铵 刀 ， 这 一 点 可 以 作为 校 核 ， 用 以 检验 作 图 是 否 准确 。 

以 上 各 条 作用 线 组 成 了 一 个 多 边 形 4DEFB， 称 之 为 索 多 边 形 ， 其 中 每 个 边 称 为 索 线 。 
索 多边 形 的 每 一 边 代表 它 以 左 (或 以 右 ) 所 有 外 力 的 合力 的 作用 线 , 因此 索 多边 形 又 叫 合力 多 
边 形 。 又 因 以 上 各 合力 在 拱 的 各 个 相应 区 段 中 所 产生 的 轴 力 为 压力 ， 故 也 称 为 压力 多 边 形 
或 压力 线 。 当 拱 上 承受 分 布 荷载 时 ， 可 将 分 布 荷载 分 段 ， 每 段 范围 内 的 均 布 荷载 合成 为 一 
集中 荷载 。 当 然 分 段 愈 多 ， 愈 接近 于 实际 情况 。 极 限 情 形 下 ， 在 分 布 荷载 作用 范围 内 的 压 
力 线 即 成 为 曲线 。 

有 了 压力 线 即 可 确定 任 一 截面 的 内 力 。 以 截面 天 为 例 ， 截面 左 侧 外 力 合力 Rg 的 作用 线 
由 索 多 边 形 中 12 线 表 示 ， 它 的 大 小 和 方向 由 射线 12 确定 ; 为 求 得 截面 天 的 剪 力 和 轴 力 ， 
可 通过 天 点 作 拱 轴 的 法 线 和 切线 ,再 将 12 射线 沿 天 截面 的 法 线 和 切线 方向 分 解 为 两 个 分 力 ， 
即 得 前 力 Qk 和 轴 力 Nx( 见 图 4-9)。 截 面 天 的 弯 矩 等 于 合力 Rg 对 截面 形 心 天 的 力矩 ， 即 
Mx =Rerx， 育 为 尺 点 到 索 线 12 的 垂直 距离 。 

压力 线 在 砖 石 及 混凝土 拱 的 设计 中 是 很 重要 的 概念 。 由 于 这 些 材料 的 抗 拉 强 度 低 ， 通 
常 要 求 截面 上 不 出 现 拉 应 力 ， 因 此 压力 线 不 应 超出 截面 的 核心 。 如 拱 的 截面 为 矩形 ， 其 截 
看 核心 高 度 为 截面 高 度 的 三 分 之 一 ， 故 压力 线 不 应 超出 截面 三 等 分 后 的 中 段 范围 。 
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4.3.2 ”合理 拱 轴 的 概念 


由 上 面 分 析 可 知 ， 如 果 压 力 线 与 拱 的 轴线 重合 ， 则 各 截面 形 心 到 合力 作用 线 的 距离 为 
零 。 因 此 ， 各 截面 的 弯 矩 及 前 力 均 为 零 ， 截 面 上 只 有 轴 力 ， 拱 处 于 均匀 受 压 状态 ， 这 时 材 
料 的 使 用 是 最 经 济 的 。 在 固定 荷载 作用 下 使 拱 处 于 无 弯 矩 状态 的 轴线 称 为 合理 拱 轴线 。 

根据 式 (4-3) 


Mx =M — Hyr 
当 拱 轴 为 合理 拱 轴 时 ， 按 定义 有 
M=M°"-Hy=0 
由 此 得 
Mo 
= (4-6) 


式 (4-6) 表 明 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 三 贸 拱 的 合理 拱 轴 的 竖 标 y 与 简 支 梁 的 弯 矩 成 正比 。 
当 拱 上 所 受 荷载 已 知 时 ， 只 需求 出 相应 简 支 梁 的 弯 矩 方程 ， 再 除 以 太 ， 即 可 得 到 三 匀 拱 的 
合理 拱 轴 的 轴线 方程 。 

例 4-2 试 求 如 图 4-11 所 示 对 称 三 铵 拱 在 紧 向 荷载 9 作用 下 的 合理 拱 轴 。 

解 : 作出 相应 简 支 染 ， 如 图 4-11(b) 所 示 ， 其 弯 矩 方程 为 


1 1 1 
M"=—~aglx——gx’ = 二 gx(1 一 
po 3 加 


1/2 /2 


(a) 三 贸 拱 计算 简 图 (b) 相应 简 支 梁 计 算 简 图 
4-11 三 贸 拱 与 相应 简 支 梁 计算 简 图 
由 式 (4-3) 求 出 推力 五 为 
Me 
ff 8f 


则 由 式 (4-6) 得 出 该 三 铵 拱 的 合理 拱 轴 的 轴线 方程 为 


1 
Cas es 
Ed 


_4f0_ 
y= 更 = -2x 
8f 


由 此 可 知 ， 在 竖 向 均 布 荷载 作用 下 ， 三 贸 拱 的 合理 拱 轴 的 轴线 是 一 条 抛物 线 。 
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例 4-3 设 在 三 匀 拱 的 上 面 填 土 ， 填 土 表 面 为 水 平面 ， 试 求 在 填 土 重力 作用 下 三 铵 拱 的 
合理 拱 轴 。 设 填 土 的 容重 为 yx ， 拱 所 受 的 竖 向 分 布 荷载 为 9= gc +yy， 如 图 4-12 所 示 。 


图 4-12 填 土 重量 作用 下 的 三 匀 拱 


解 : 本 题 由 于 荷载 集 度 4 随 拱 轴线 纵 坐 标 而 变 ， 而 y 尚 属 未 知 ， 故 相应 简 支 梁 的 弯 矩 
方程 亦 无 法 事先 写 出 ， 因 而 不 能 由 式 (4-6) 直 接 求 出 该 三 铵 拱 的 合理 拱 轴 的 轴线 方程 。 为 此 ， 
将 式 (4-6) 对 x 微分 两 次 ， 得 

dy_ 1 dM 
de H dr 
注意 到 g 向 下 为 正 ， 与 Mo 规定 的 方向 一 致 ， 故 
dM" 
dx 


=4 


所 以 
dy _ 


9 
= 

iH 
这 就 是 在 竖 向 分 布 荷载 作用 下 拱 合理 拱 轴 的 轴线 的 微分 方程 。 将 9=qc+yy 代 入 上 式 ， 
则 有 


ee HH 下 
该 微分 方程 的 解答 可 用 双 曲 函数 表示 : 
y= 4 此 十 au Ex -2g 
H HH 次 


式 中 两 个 常数 4 和 B 可 由 边界 条 件 确定 如 下 : 


dy 7 ,ge 


在 x=0 处 ,， y=0， 得 4 人 
dy 
一 0 处 ， 生 =0， 生 
在 x=0 处 0， 得 B=0 
代入 后 有 


gc{, [ry 
=2e| ch lx-1 
a 2 ] 


上 式 表 明 : 在 填 土 重力 作用 下 ， 三 铵 拱 的 合理 拱 轴 的 轴线 为 一 悬 链 线 。 
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在 实际 工程 中 ， 同 一 结构 往往 要 受到 各 种 不 同 荷载 的 作用 ， 而 对 应 不 同 的 荷载 就 有 不 
同 的 合理 轴线 。 因 此 ， 根 据 某 一 固定 荷载 所 确定 的 合理 轴线 并 不 能 保证 拱 在 各 种 荷载 作用 
下 都 处 于 无 弯 矩 状态 。 在 设计 中 应 当 尽 可 能 地 使 拱 的 受 力 状态 接近 无 弯 矩 状态 。 通 常 是 以 
主要 荷载 作用 下 的 合理 轴线 作为 拱 的 轴线 、 这 样 在 一 般 荷 载 作用 下 拱 产生 的 弯 矩 不 会 太 大 。 


复习 思考 题 


1. 拱 的 受 力 情况 和 内 力 计算 与 梁 和 刚 架 有 何 异 同 ? 

2. 在 非 坚 向 荷载 作用 下 ， 如 何 计算 三 贸 拱 的 反 力 和 内 力 ? 能 否 使 用 式 (4-1) 和 式 (4-2)? 
3. 能 和 否 根据 三 铵 拱 内 力 方程 直接 作出 内 力图 ? 工程 上 采用 什么 方法 ? 

4. 什么 是 合理 拱 轴线 ? 


4-1 求 图 示 拱 结构 的 反 力 。 


3m 


4m 


习题 4-1 
4-2 ”图 示 半 圆 弧 三 匀 拱 ， 求 玉 截 面 的 弯 甜 。 
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(a (b) 
习题 4-2 
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4-3 求 图 示 三 匀 拱 中 拉杆 的 轴 力 。 


10kN/m 


2kN/m 


6m 6m 
(a) (b) 
习题 4-3 
f 
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4.4 “ 求 图 示 抛 物 线 三 匀 拱 支 反 力 ， 并 作 内 力图 。 已 知 拱 机 线 方程 为 ?= 


4-5 ” 试 求 承受 三 角形 分 布 荷载 的 拱 的 合理 轴线 方程 。 


50kN ”20kN.m 10kN/m 
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习题 4-4 习题 4-5 
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5.1 概 述 


柏 架 是 由 直 杆 组 成 ， 并 且 所 有 结 点 都 为 匀 结 点 的 结构 。 相 架 是 一 种 重要 的 结构 形式 ( 厂 
房屋 架 、 桥 梁 等 )。 实 际 工 程 中 的 枯 架 一 般 都 是 空间 析 架 ， 但 是 为 了 简化 计算 ， 往 往 将 空间 
柏 架 分 解 为 平面 桥架 进行 分 析 ， 选 取 既 能 反映 结构 的 主要 受 力 性 能 ， 而 又 便于 计算 的 计算 
简 图 。 计 算 桥架 的 时 候 ， 常 采用 如 下 假定 。 

(1) 各 杆 两 端 用 理想 贸 联 结 。 

(2) 各 杆 轴线 绝对 平 直 ， 在 同一 平面 内 且 通 过 贸 的 中 心 。 

(3) 荷载 和 支 座 反 力 都 作用 在 结 点 上 ， 并 位 于 桥架 平面 内 。 

满足 上 述 要 求 的 析 架 , 称 为 理想 平面 析 架 。 图 5-1 为 实际 工程 中 常见 的 桥架 结构 一 一 轻 


AAV AN TAY 


J 
到 5-1 ”轻型 钢 组 合 屋 架 


在 结 点 荷载 作用 下 ， 术 架 各 杆 以 承受 轴 力 为 主 。 与 同 跨度 的 梁 相 比 ， 术 架 具 有 节省 材 
料 、 自 重 轻 等 优点 ， 因 此 桥架 是 大 跨度 结构 常用 的 一 种 结构 形式 。 

实际 工程 中 的 桥架 并 不 完全 符合 理想 假定 。 例 如 ， 钢 析 架 的 结 点 是 锦 接 或 者 焊接 在 一 
pooh nt irene 另外 ， 各 杆 轴 
线 不 可 能 绝对 平 直 ， 在 结 点 处 各 杆 也 不 一 定 完全 汇 交 于 一 点 ; 最 后 ， 杆 件 的 自重 、 外 荷载 
ae wa ez 2 aaa 
这 些 因 素 对 术 架 的 影响 并 不 是 主要 的 ， 一 般 可 以 忽略 不 计 。 

析 架 中 的 杆 件 ， 按 照 它们 所 在 位 置 的 不 同一 般 来 说 可 以 分 为 弦 杆 和 腹 杆 ， 而 弦 杆 又 可 
以 分 为 上 弦 杆 和 下 弦 杆 ， 腹 杆 又 可 以 分 为 斜 杆 和 竖 杆 。 弦 杆 两 个 相 邻 结 点 之 间 的 间距 称 为 


: 
到 [STRESS 


prs 


KERN 
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节 间 长 度 4， 两 个 支 座 之 间 的 水 平 距离 称 为 跨度 1， 两 个 支 座 之 间 的 连 线 到 寿 架 最 高 点 的 垂 
直 距 离 称 为 柏 高 万 。 检 架 各 部 分 的 名 称 如 图 5-2 所 示 。 
上 驶 杆 斜 杆 又 杆 


标高 厅 


”下 弦 杆 


节 间 长 度 
跨度 / 


图 5-2 ” 术 架 各 部 分 的 名 称 
静 定 平面 和 架 的 分 类 方法 常见 的 有 以 下 三 种 。 
1. 按照 柏 架 外 形 分 类 


根据 外 形 不 同 ， 栓 架 分 为 平行 弦 析 架 [ 见 图 5-3(a)]、 三 角形 检 架 [ 见 图 5-3(b)]、 折 弦 检 架 
[ 见 图 $-3(c] 和 梯形 梅 架 [ 见 图 5-2]。 

2. 按照 承受 竖 向 荷载 作用 时 是 否 有 支 座 反 力 (推力 ) 分 类 

根据 承受 竖 向 荷载 作用 时 是 否 有 支 座 推力 , 析 架 可 分 为 梁 式 析 架 [无 推力 梅 架 , 见 图 5-2， 
5-3(a) 一 (c)]] 和 拱 式 橱 架 [ 有 推力 柏 架 ， 见 图 5-3(d)]。 

3. 按照 几何 组 成 分 类 

根据 几何 组 成 不 同 ， 栓 架 可 分 为 以 下 几 种 。 

(1) 简单 栓 架 ;由 一 个 基本 久 结 三 角形 开始 ， 依 次 增加 二 元 体 组 成 的 柏 架 [ 见 图 5-2， 
图 5-3(a)~(o)]。 

(2) 联合 梅 架 :由 若干 简单 梅 架 按 照 几 何不 变 体系 的 组 成 规则 相 联 结 而 构成 的 析 架 [ 见 
图 5-3(d)、(e)]。 

(3) 复杂 析 架 : 不 属于 以 上 两 类 的 静 定 检 架 [ 见 图 $-3(D] 。 


(a) 简单 柏 架 (b) 简单 术 架 
(0) 简单 机 架 (d) 联合 杭 架 
(e) 联合 桩 架 (复杂 格 架 


图 5-3 静 定 平面 析 架 示意 图 
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5.2 ” 结 点 法 求解 静 定 平面 柏 架 


静 定 平面 桥架 的 求解 一 般 采用 结 点 法 、 截 面 法 以 及 结 点 法 与 截面 法 的 联合 (联合 法 ) 三 种 
方法 ， 本 书 将 分 别 对 这 三 种 方法 进行 介绍 。 

结 点 法 是 利用 各 结 点 的 平衡 条 件 求解 桥架 内 力 的 一 种 方法 ， 它 的 实质 是 作用 在 结 点 上 
的 各 力 组 成 一 个 平面 汇 交 力 系 。 

结 点 法 是 截取 桥架 的 结 点 为 隔离 体 ， 隔 离 体 上 的 外 力 与 内 力 构成 一 个 平面 汇 交 力 系 
利用 平面 汇 交 力 系 的 两 个 平衡 条 件 于 六 =0 和 于 Y=0 来 计算 未 知 力 的 方法 。 一 般 来 说 ， 任 
何 形式 的 静 定 平面 柱 架 都 可 以 用 结 点 法 进行 求解 ， 但 在 实际 计算 中 ， 为 了 避免 求解 联 立 方 
程 ， 每 次 所 截取 的 结 点 上 未 知 力 的 个 数 不 宜 超过 两 个 。 

柏 架 的 内 力 中 ， 常 需要 把 斜 杆 的 内 力 Nj 分 解 为 水 平方 向 的 分 量 蕊 和 竖 直方 向 的 分 量 
万 [ 见 图 5-4]， 同 时 可 将 斜 杆 的 长 度 7 分 解 为 水 平方 向 的 投影 长 度 六 和 坚 直方 向 的 投影 长 度 
大 见 图 5-4]。 由 三 角形 的 比例 关系 ， 得 

N; :A A 
1 


六 2 


5-4 ”内 力 与 杆 长 分 解 示意 图 


可 知 ， 在 Nj、Hy 和 太 中 ， 任 意 知 道 这 三 者 的 其 中 之 一 ， 就 可 以 推算 出 其 余 两 者 ， 而 不 
需要 使 用 三 角 函 数 进行 计算 。 

静 定 平面 检 架 的 求解 过 程 中 ， 为 便于 计算 ， 一 般 先 假设 杆 件 的 未 知 轴 力 为 拉力 ， 如 果 
计算 结果 为 正 ， 说 明 轴 力 的 确 是 拉力 ; 如果 计算 结果 为 负 ， 说 明 杆 件 的 轴 力 是 压力 。 

例 5-1 如 图 $-$(a) 所 示 简 单 栓 架 ， 求 所 示 荷 载 作 用 下 各 杆 之 轴 力 。 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 

He0 
VVe=19kN( 1) 

(2) 分 别 以 各 结 点 为 研究 对 象 ， 求 各 杆 之 轴 力 。 先 对 该 简单 术 架 进行 几何 组 成 分 析 ， 
在 刚 片 BGF 上 依次 增加 二 元 体 ， 得 到 E、D、C、4 结 点 。 为 保证 每 个 结 点 隔离 体 上 的 未 知 
力 不 超 过 两 个 ， 可 采用 顺序 4、C、D、E、F、G 依次 对 结 点 进行 求解 。 当 然 ， 简 单 析 架 往 
往 可 以 按照 不 同 的 结 点 顺序 组 成 , 在 使 用 结 点 法 求解 时 也 可 以 采用 不 同 的 顺序 来 截取 结 点 。 


ni 


8kN 8kN 6kN 8kN 8kN aN 


人 Co EX IG op A Mac 
RAN ee | FS: 
1.58m 和 全 
订 F 19KN pp 0 
1 a 0.75m | 0.75m 15 
人 | "| | I (b) 4 结 点 受 力 
(a) 机 架 及 所 受 荷载 
_8kN VoE 
SKN po A NDE 
Nps34.8KN 2 
Ner-33KN Ye Neg ~、 Hpg 
Hoa Dd Np 
Ne 二 占 到 了 
《oj C 结 点 受 力 区 (d) D 结 点 受 力图 
6kN 
33kN E 33kN 
3KN| 7 ~ fn 
| 
本 45kN 4.5kN 
(e) 最 后 轴 力 图 (0 5 结 点 校 核 图 
图 5-5 ” 结 点 法 计算 枯 架 内 力 示例 
@ 计算 结 点 4。 取 结 点 4 为 隔离 体 ， 如 图 5-5(b) 所 示 ,， 由 > 了 =0 得 19-8-Pp=0， 则 
Vp=11 KN 
利用 比例 关系 ， 得 
Ls 


Hp=11x——=33kN 
0.5 


N=l1x 34.8kN (拉力 ) 


由 了 =0 得 

NactHap=0 

Vicr -33KN (压力 ) 

@ 计算 结 点 C。 取 结 点 C 为 隔离 体 ， 如 图 $-S(c) 所 示 。 
由 对 =0， 得 到 

Nee-33kN (压力 ) 
由 了 =0 ， 得 到 

Ncp 一 8kKN (压力 ) 
@ 计算 结 点 D。 取 结 点 DD 为 隔离 体 ， 如 图 5-5(d) 所 示 。 
由 > 了 =0 得 到 

Vpe= 8-11=-3kN 
利用 比例 关系 得 


目 
四 

1 
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Hos = 3x 0 =45KN 
0.9 
Noe=-3x05= -5.4kN( 压 力 ) 


由 立成 =0 得 到 
Npr-33 一 Hpe-37.5KN( 拉 力 ) 
(3) 利用 对 称 性 。 
该 简单 枯 架 的 结构 和 其 承受 的 荷载 都 是 对 称 的， 其 轴 力 也 应 该 是 对 称 的 ， 即 位 于 对 称 
位 置 的 两 根 杆 件 轴 力 应 相同 。 所 以 ， 计 算 时 只 需 计算 该 析 架 一 半 杆 件 的 轴 力 。 


(4) 校 核 。 
可 取 结 点 下 为 隔离 体 进行 校 核 ， 如 图 5-5( 所 示 。 
由 飞 芝 =0 得 到 

33+4.5-33-4.5=0 
由 了 =0 得 到 


3+3-6=0 (计算 正确 ) 

(5) 绘制 轴 力 图 。 将 所 有 杆 件 的 轴 力 标注 在 栓 架 的 各 杆 件 旁 边 ， 如 图 5-5(e) 所 示 。 

在 梅 架 中 ， 有 时 会 出 现 轴 力 为 零 的 杆 件 ， 它 们 被 称 为 零 杆 。 在 计算 之 前 先 断 定 出 哪些 
杆 件 为 零 杆 、 哪 些 杆 件 内 力 相 等 ， 这 样 可 以 使 后 续 的 计算 大 大 简化 。 

在 判别 时 ， 可 以 依照 下 列 规律 进行 。 

(DEL 形 结 点 : 对 于 没有 外 力作 用 的 两 杆 结 点 ， 则 两 杆 均 为 零 杆 ， 如 图 5-6(a) 所 示 。 

(2) 了 形 结 点 ， 对 于 无 外 力作 用 的 三 杆 结 点 ， 车 其 中 两 杆 共 线 ， 则 第 三 杆 为 零 杆 ， 其 余 
两 杆 内 力 相等 ， 且 内 力 性 质 相同 ( 均 为 拉力 或 压力 )， 如 图 5-6(b) 所 示 。 

(3) 义 形 结 点 : 对 于 四 杆 结 点 ， 当 杆 件 两 两 共 线 ， 且 无 外 力作 用 时 ， 则 共 线 的 各 杆 内 力 
相等 ， 且 性 质 相同 ， 如 图 5-6(c) 所 示 。 

(4) K 形 结 点 : 这 是 四 杆 结 点 。 四 杆 中 两 杆 共 线 ， 而 另外 两 杆 在 此 直线 同 侧 且 交 角 相 
等 , 如 图 5-6(d) 所 示 。 结 点 上 如 无 荷载 ， 则 非 共 线 两 杆 内 力 大 小 相等 而 符号 相反 (一 为 拉力 ， 
则 另 一 为 压力 )。 


河 1 ea 
Si-0 和 5 SS St 
| X > 
S50 S30 SFES， S25) SS Si=-S 
(a) (b) (9) (d) 


图 5-6 几 种 特殊 形状 的 结 点 


例 S-2 计算 如 图 5-7(a) 所 示 析 架 a、b、c、q 杆 的 内 力 。 

解 : (1) 首先 判断 零 杆 。 依 次 分 析 结 点 F、G、D、 式 B， 使 用 结 点 的 上 述 规律 可 以 判 
别 FE、FG、GD、GH、1B、BK、b 都 是 零 杆 。 

(2) 计算 其 他 非 零 杆 的 轴 力 。 采 用 工 一 工 截面 截 开 ， 取 右 侧 为 隔离 体 ， 如 图 5-7(b) 所 示 ， 
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由 Mx =0 可 求 得 NrP，》 Me =0 可 求 得 NXP2，> 了 =0 可 求 得 Ne- Bp ls 


1 4xa | | A fp 
(a) 枯 架 及 所 受 荷载 (b) 零 杆 及 隔离 体 
图 5-7 计算 析 架 内 力 示例 


5.3 ”截面 法 求解 静 定 平面 柏 架 


截面 法 是 截取 检 架 的 一 部 分 (至 少 两 个 结 点 ), 利用 静 力 平衡 条 件 求解 术 架 内 力 的 一 种 方 
法 ， 它 的 实质 是 作用 在 隔离 体 上 的 各 力 组 成 一 个 平面 任意 力 系 。 

一 般 来 说 ， 使 用 结 点 法 可 以 求解 任意 静 定 柏 架 的 内 力 ， 但 在 实际 工程 中 ， 如 果 简 单机 
架 只 需要 确定 少数 杆 件 的 内 力 或 者 求解 联合 桥架 时 ， 一 般 不 使 用 结 点 法 ， 而 采用 截面 法 确 
定 某 些 指定 杆 件 的 轴 力 。 

截面 法 是 截取 栓 架 两 个 结 点 以 上 的 部 分 作为 隔离 体 ， 利 用 平面 一 般 力 系 的 静 力 平 衡 方 
程 来 计算 未 知 力 的 方法 ， 而 平面 一 般 力 系 的 静 力 平衡 方程 有 三 个 ， 所 以 在 选取 截面 时 应 该 
尽量 使 隔离 体 中 包含 的 未 知 力 数目 不 超过 三 个 ， 以 便 直 接 解 出 这 些 未 知 力 。 根 据 选用 的 平 
衡 方程 不 同 ， 截 面 法 可 以 分 为 力矩 方程 法 和 投影 方程 法 。 


5.3.1 力矩 方程 法 


力矩 方程 法 是 根据 作用 在 隔离 体 上 的 力 系 建立 力矩 平衡 方程 以 计算 轴 力 的 方法 。 要 达 
到 计算 简便 的 目的 ， 关 键 是 选取 合理 的 力矩 中 心 。 

以 图 5-8(a) 所 示 的 术 架 为 例 , 设 支 座 反 力 已 经 求 出 , 现 要 求 DE、 DF 和 CF 三 杆 的 内 力 。 
为 此 ， 用 截面 [一 I 截取 隔离 体 ， 如 图 5-8(c) 所 示 ， 建 立 平衡 方程 时 ， 应 尽量 使 每 一 个 方程 只 
包含 一 个 未 知 力 。 例 如 ， 求 上 弦 杆 DE 的 内 力 Npg 时 ， 欲 达到 这 一 要 求 ， 可 取 另 外 两 杆 件 
DF 和 CF 的 交点 下 为 矩 心 ， 为 了 避免 计算 DE 杆 的 力 恬 ri， 可 将 Npz 在 结 点 EE 处 分 解 为 
两 个 分 力 ， 即 Hpg 和 Vpg。 


由 》 Mr =0， 得 
Hpg*hs+Vy*2d-P1xd=0 
得 到 
三 0 
Fog oe Fxd_ My GD 
户 用 
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式 中 ，M?p 是 位 于 I 一 II 截面 以 左 桥架 的 荷载 和 支 座 反 力 对 结 点 的 力矩 代数 和 ， 即 是 与 此 
柏 架 同 跨度 、 同 荷载 的 简 支 梁 下 截面 [ 见 图 5-8(b)] 相 应 的 弯 窍 。 已 知 HDE 后 ， 利 用 比例 关 
系 即 可 求 出 Npg。 因为 MAz 为 正 ， 所 以 式 (5-1) 等 号 右 侧 的 负 号 表示 Nps 为 压力 。 


() 1 一 1 被 面 左边 隔离 休 | 11 一 攻 鹤 面 左边 隔离 体 
图 5-8 ”截面 法 求解 指定 杆 件 内 力图 


同 理 ， 求 下 弦 杆 CF 的 内 力 Ner 时 ， 应 取 DE 杆 和 DF 杆 的 交点 DD 为 矩 心 。 
由 Mb=0， 有 Nerxh- Waxq=0 


(5-2) 


式 中 ，M?p 为 相应 简 支 梁 DD 截面 的 弯 甜 。 因 Mp 为 正 ， 故 Ner 为 拉力 。 

求 斜 杆 DF 的 内 力 Nor 时 , 可 取 DE 杆 和 CF 杆 的 轴线 的 延长 线 的 交点 O 为 矩 心 。 同 样 ， 
为 避免 求 力 辟 +,，， 将 Npr 在 结 点 下 处 分 解 为 Vpr 和 Hpr。 

由 了 Mb=0， 得 

JPrx(a+2d)- VaxatPix(atqd)=0 

_Vxa-Px(at+d) 
a+2d 
式 (5-3) 右 侧 部 分 的 正 负 号 ， 即 斜 杆 DF 的 拉 、 压 性 质 ， 取 决 于 荷载 的 分 布 情况 。 


Vr (5-3) 


5.3.2 ”投影 方程 法 
仍 以 图 5-8(a) 所 示 的 柏 架 为 例 。 欲 求 斜 杆 FE 的 内 力 Nag 时 ， 可 作 开 一 I 截 面 , 并 取 其 


左 侧 部 分 为 隔离 体 见 [图 5-8(d)]， 因 上 下 弦 杆 都 在 水 平方 向 ， 若 选取 垂直 于 弦 杆 的 竖 轴 作为 
投影 轴 ， 在 其 投影 方程 中 便 只 含有 未 知 力 Nea， 将 Nra 分 解 后 ,由 > 了 =0 有 


有 
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Vrat Vs-Pi-P;=0 
了 -P23)=-O Fy 

式 中 ，O%rz 为 相应 简 支 梁 F- 玉 区 间 的 剪 力 。 此 剪 力 的 正 负 号 与 荷载 的 分 布 情况 有 关 ， 故 斜 杆 
FH 的 拉 、 压 性 质 就 要 视 荷 载 而 定 。 已 知 Vegy 后 ， 利 用 比例 关系 就 不 难 计算 出 Nezr 了 。 

平面 一 般 力 系 的 三 个 独立 平衡 方程 可 求解 三 个 未 知 量 ， 所 以 截面 法 一 般 情况 下 所 截断 
的 未 知 杆 件数 不 应 多 于 三 根 ， 且 三 根 杆 件 不 全 平行 也 不 全 相交 。 

特例 : 所 截断 的 未 知 的 杆 件数 多 于 三 根 ， 但 是 除了 要 求 的 一 个 未 知 杆 件 外 ， 其 他 所 有 
的 未 知 杆 件 都 交 于 一 点 ， 或 都 同时 平行 ， 该 杆 称 为 单 杆 。 单 杆 仍 可 应 用 力矩 方程 法 或 投影 
方程 法 求 出 其 轴 力 。 

如 图 5-9 所 示 棉 架 ， 要 求 O 杆 轴 力 ， 用 I 一 I 截 面 截 开 后 ， 取 右 侧 为 隔离 体 ， 由 力矩 方 
程 >Mo。=0， 可 求 得 Ni。 又 如 图 5-10 所 示 术 架 ， 要 求 O 杆 轴 力 ， 用 I 一 I 截 面 截 开 后 ， 
取 上 部 为 隔离 体 由 投影 方程 > 蕊 =0 可 求 得 Ni 。 


图 5-10 ” 术 架 内 力求 解 示意 图 


5.4 ”联合 法 求解 静 定 平面 柏 架 


结 点 法 和 截面 法 是 计算 析 架 内 力 的 两 种 基本 方法 。 实 际 计算 时 ， 这 两 种 方法 往往 是 联 
合 应 用 的 ， 即 联合 法 。 在 计算 简单 柚 架 时 ， 这 两 种 方法 均 很 简单 ， 而 计算 联合 析 架 时 ， 一 
般 需要 采用 联合 法 。 使 用 联合 法 时 ， 可 以 先 采 用 截面 法 求 出 梅 架 中 相关 杆 件 的 内 力 ， 再 用 
结 点 法 计算 其 余 杆 件 的 内 力 。 

如 图 5-11 所 示 的 联合 枯 架 , 不 管 从 哪 一 个 结 点 开始 计算 内 力 , 结 点 上 都 有 三 个 未 知 力 ， 
所 以 无 法 直接 用 结 点 法 求解 。 此 时 我 们 考虑 采用 联合 法 进行 求解 ， 先 用 截面 法 求 出 析 架 中 
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相关 杆 件 的 内 力 ， 作 K 一 K 截面 ， 取 左 侧 (或 右 侧 ) 为 隔离 体 ， 由 > Ms =0 ， 求 出 相关 杆 件 
5-13 杆 的 内 力 Ns13， 而 后 再 用 结 点 法 依次 求 出 所 有 杆 件 的 内 力 。 


5-11 杭 架 内 力求 解 示意 图 


关 合 法 求 析 架 中 相关 杆 件 的 内 力 ， 与 单独 使 用 截面 法 类 似 ， 所 使 用 的 截面 可 竖 直 可 倾 
斜 也 可 水 平 ， 可 挺 直 也 可 弯曲 ， 甚 至 可 以 做 成 闭合 截面 。 如 图 5-12(a) 所 示 的 联合 析 架 
A4BC 为 基本 部 分 ， 中间 三 角形 为 附属 部 分 。 可 作 如 图 所 示 的 闭合 截面 I， 取 中 间 部 分 为 隔 
离 体 ， 如 图 $-12(b) 所 示 ， 通 过 对 任意 两 杆 交点 取 矩 的 三 个 力矩 方程 ， 可 以 求 出 相关 杆 件 a、 
b5、c 的 内 力 ， 而 后 再 计算 所 有 杆 件 的 内 力 。 


(@) 格 架 及 所 受 荷 裁 (b) 取 闭合 截面 为 隔离 体 
图 5-12 ”桥架 内 力求 解 示意 图 


图 5-13(a) 为 一 联合 格 架 ， 它 由 两 个 简单 术 架 4DE 和 BCF 用 a、b、c 三 根 链 杆 联结 而 
成 。 如 能 求 出 三 根 相关 杆 件 的 轴 力 N;、N，、Ns， 则 可 利用 结 点 法 求 得 全 部 各 杆 轴 力 。 为 此 ， 
截断 a、b、c 三 根 链 杆 ， 取 出 BCF 简单 克 架 作为 研究 对 象 ， 如 图 5-13(b) 所 示 ， 由 对 X=0 
求 得 N， 由 玉 Ms =0 求 得 Ns， 再 由 玉 M。 =0 求 得 Ni。 


(a) 检 架 及 所 受 荷 载 (b) BCF 隔 离 体 
图 5-13 ” 术 架 内 力求 解 示意 图 
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例 5-3 求 如 图 $-14(a) 所 示 术 架 中 杆 w、D、c、d 的 内 力 。 


SkN 10kN 10kKN 10kN 10kN 10kN SkN 
1 


E I din G 
6x4m=24m 


(a) 杭 架 及 所 受 荷载 
5kN 10kN 10kN SkN 10kN 10kN 


fe 


30kN 30kN 
(b) [一 [截面 左边 隔离 体 (0) D 结 点 隔离 体  (d) 芽 一 工 鹤 面 左边 隔离 体 


5-14 ”桥架 内 力求 解 示例 


E 


解 : (1) 计 算 支 座 反 力 。 
Vs=Vs =30kN( + ) 


H=0 
(2) 用 II 截面 截 开 ， 取 截面 左 侧 部 分 为 隔离 体 [ 见 图 5-14(b)]。 
由 六 Ms =0， 得 
Nox6+30x8-Sx8-10x4=0 
N=-26.67KN (压力 ) 
由 忱 Me。 =0， 得 


Nax6-30x8+5x8+10x4=0 
Na=26.67 kN (拉力 ) 
(3) 以 结 点 DD 为 隔离 体 [ 见 图 5-14(c)]。 
由 X=0， 得 
Np=—Ne 


可 知 5、c 杆 的 内 力 等 值 、 性 质 相反 。 
(4) 用 开 一 开 截 面 截 开 ， 取 截面 左 侧 的 部 分 为 隔离 体 [ 见 图 5-14(qd)]。 


由 YY=0,， 得 


Npx3/5-Nex3/5+30-5-10-10=0 


将 式 (5-4) 代 入 式 (5-5)， 得 
Np 一 -4.17kKN (压力 ) ”Ne 一 4.17kN (拉力 ) 


(5 


(5-5) 
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例 $-4 求 图 5-15 所 示 析 架 中 HC 杆 的 内 力 。 
解 : 可 先 作 I 一 [截面 ， 由 Ms =0 求 得 DE 杆 内 力 ， 接 着 由 结 点 E 求 得 EC 杆 内 力 ; 
再 作 工 一 工 截 面 ， 由 y Me =0 求 得 HC 杆 的 内 力 。 现 计算 如 下 。 


A 


| 6xsm 


图 5-15 求 柏 架 中 HC 杆 的 内 力 


(1) 计算 支 座 反 力 。 
Vy=90kN (1) Vs=30kN (1) 
(2) 用 二 I 截面 截 开 ， 取 截面 左 侧 部 分 为 隔离 体 。 


由 DM; =0， 得 
Npgx4-90x5=0 
Npe=112.5 kN (拉力 ) 
由 结 点 五 的 平衡 条 件 可 知 
Nps=Npc=112.5 kN (拉力 ) 
(3) 用 开 一 开 截 面 截 开 ， 取 截面 右 侧 的 部 分 为 隔离 体 。 
由 六 Me=0， 得 


cx6+112.5x6-30x15=0 
Per-37.5KN (压力 ) 


\52+2 


3 
Nac =-375x 汪 一 =-404kN( 压 力 


5.5 ”组合 结构 的 计算 


组 合 结构 是 由 只 承受 轴 力 的 二 力 杆 和 同时 承受 弯 矩 、 剪 力 、 轴 力 的 梁 式 杆 所 组 成 的 。 
图 5-16(a) 为 下 撑 式 五 边 形 屋 架 ， 其 计算 简 图 如 图 5-16(b) 所 示 ; 图 5-17 为 施工 时 采用 的 临门 
架 ， 它 们 都 是 组 合 结构 。 

组 合 结构 的 计算 方法 : 先 求 出 二 力 杆 的 轴 力 ， 然 后 将 二 力 杆 的 轴 力 作用 于 梁 式 杆 上 ， 
再 求 梁 式 杆 的 内 力 。 为 了 使 隔离 体 上 的 未 知 力 不 致 过 多 ， 求 二 力 杆 的 轴 力 时 应 尽量 避免 截 
断 梁 式 杆 。 计 算 二 力 杆 的 轴 力 与 计算 机 架 杆 件 的 轴 力 相同 ， 可 以 采用 结 点 法 、 截 面 法 和 联 
合法 。 需 要 注意 ， 如 果 二 力 杆 的 一 端 与 梁 式 杆 相 联结 ， 则 不 能 不 加 分 辨 地 引用 5.2 节 中 所 讲 
述 的 结 点 组 成 规律 判断 二 力 杆 的 轴 力 。 例 如 图 5-17 所 示 组 合 结构 的 E 结 点 ， 由 于 CE 不 是 


i 
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二 力 杆 ， 不 能 认为 ED 杆 的 内 力 就 是 P。 

组 合 结构 由 于 在 梁 式 杆 上 装置 了 若干 个 二 力 杆 ， 可 使 梁 式 杆 的 弯 矩 减 小 ， 从 而 达到 了 
节约 材料 及 增加 刚度 的 目的 。 梁 式 杆 及 二 力 杆 还 可 采用 不 同 材料 ， 如 梁 式 杆 用 钢筋 混凝土 ， 
二 力 杆 用 钢材 制作 。 


(b) 下 撑 式 五 边 形 屋 染 计算 简 图 
图 5-16 组合 结构 示意 图 


图 5-17 ”临时 撑 杆 组 合 结构 示意 图 
例 $-5 计算 图 5-18(a) 所 示 静 定 组 合 结构 中 二 力 杆 的 轴 力 ， 并 绘 出 梁 式 杆 的 弯 矩 图 。 


g=10kN/m 


(a) 组 合 结构 及 所 受 荷载 


5-18 ”组 合 结构 内 力 计算 示例 
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(b) [一 截面 左 侧 隔离 体 
45kN.m 


E 


MM 图 (单位 :KN.m) 
(c) 梁 式 杆 的 弯 矩 图 
4=10kN/m 


二 外 人 


2531 


Wy 
(e) 梁 式 杆 的 弯 矩 图 


图 5-18 ”组 合 结构 内 力 计算 示例 ( 续 ) 
解 (1) 计算 支 座 反 力 。 


He0 
Ve=Vs = 60kN(1) 
(2) 求 二 力 杆 的 轴 力 。 
由 于 结构 和 荷载 的 对 称 性 ， 可 只 计算 半边 结构 的 内 力 。 用 I 一 I 截面 截断 DE 杆 及 C 贸 ， 
取 左 侧 为 隔离 体 ， 如 图 5-18(b) 所 示 。 
由 习 Me=0 有 


Npg*1.2-60x6+10x6x3=0 
Npe=150KN (拉力 ) 
以 结 点 DD 为 隔离 体 ， 由 》 ,下 =0 得 ，Hip=150kKN， 根 据 比 例 关系 ， 有 


Vpa= 对 万 pi =60kN 


2 2 
Ne Hps=161. 55KN( 拉 力 ) 


由 Y=0 得 。 ”Npr=-Vps=-60kN( 压 力 ) 
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利用 结构 的 对 称 性 可 知 ”NaarNpr-60kKN( 压 力 ) 
Nes Npi=161.5SKN( 拉 力 ) 
(3) 求 梁 式 杆 的 内 力 并 绘制 梁 式 杆 的 弯 矩 图 。 将 Nok、Npr、Nar、Nas 杆 的 轴 力 作用 于 
梁 式 杆 上 ， 绘 出 M 图 ， 如 图 $-18(c) 所 示 。 从 弯 和 矩 图 看 到 ， 本 例 梁 式 杆 只 承受 负 弯 矩 且 沿 杆 
长 分 布 不 均匀 。 若 将 二 力 杆 FD、GH 的 位 置 移动 到 图 S-18(d) 所 示 的 位 置 ， 弯 矩 图 即 变 为 图 
5-18(e) 中 的 形状 ， 这样 ， 梁 式 杆 上 的 弯 和 矩 分 布 便 比 较 均匀 。 


复习 思考 题 


1. 枯 架 的 计算 简 图 作 了 哪些 假设 ? 

2. 如 何 根据 机 架 的 几何 构造 特点 来 选择 计算 顺序 ? 

3. 在 结 点 法 和 截面 法 中 ， 如 何 避 免 求解 联 立 方程 ? 

4. 零 杆 不 受 力 ， 在 实际 结构 中 可 否 把 它 去 掉 ， 为 什么 ? 

5. 如 何 判断 组 合 结构 中 的 二 力 杆 和 梁 式 杆 ? 组 合 结构 的 计算 与 枯 架 有 哪些 不 同 之 处 ? 


习 题 


5-1 指出 下 图 柏 架 中 内 力 为 零 的 杆 件 。 


p 
| 中 
(©) 
(a) (b) 
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人 () 
习题 5-1 
5-2 计算 下 图 所 示 枯 架 各 杆 件 的 轴 力 。 


四 
3 

I 
A 


AL chapter 
第 5 章 静 定 平面 栓 架 和 组 合 结构 


号 
于 
10kKN 

40kN 

E 

于 
40kN 

[| 

于 

3m 3m 
(0) (d) 


习题 5-2 图 
5-3 计算 下 图 所 示 柏 架 中 指定 杆 件 的 轴 力 。 
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习题 5-3 图 
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习题 5-3 图 ( 续 ) 


5-4 计算 下 图 所 示 组 合 结构 中 各 二 力 杆 的 轴 力 ， 并 绘制 梁 式 杆 的 弯 矩 图 。 
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学 习 目标 : 

正确 理解 变形 体 的 虚 功 原理 ， 掌 握 位 移 的 一 般 计 算 公式 ， 熟 练 运 用 图 来 法 进行 荷载 作 
用 下 的 位 移 计算 ， 了 解 温度 改变 和 支 座 移动 产生 的 位 移 计 算 方法 ， 理 解 功 的 互 等 定理 。 

本 章 重点 : 

单位 荷载 法 ; 荷载 作用 下 静 定 结构 的 位 移 计 算 ; 图 乘法 的 熟练 运用 ; 线 弹性 互 等 定理 。 

本 章 难点 : 

虚 功 原理 的 概念 ; 荷载 作用 下 位 移 计算 公式 的 推导 。 

本 章 首 先 介绍 庶 功 原理 ， 在 虐 功 原理 基础 上 讲解 荷载 作用 下 静 定 结构 的 位 移 计算 ， 然 
后 学 习 温 度 变化 和 支 座位 移 引 起 的 位 移 计算 ， 最 后 学 习 线 弹性 结构 的 互 选 定理 。 


6.1 概 述 


6.1.1 结构 的 位 移 


结构 位 移 是 指 结构 上 某 点 位 置 的 移动 或 截面 的 转动 ， 位 置 的 移动 称 为 线 位 移 ， 截 面 的 
转动 称 为 角 位 移 。 

如 图 6-1 所 示 ， 刚 架 在 外 荷载 作用 下 发 生 虚 线 所 示 的 变形 ， 截 面 4 的 形 心 4 点 移动 到 
了 4 点 ， 则 线段 44 称 为 4 点 的 线 位 移 ， 记 为 4 ， 它 也 可 以 分 解 为 水 平方 向 的 分 量 4, 和 
竖 直 方向 的 分 量 4 ， 分 别称 为 4 点 的 水 平 线 位 移 和 竖 向 线 位 移 。 同时 , 截面 4 还 转动 了 一 
个 角度 ， 称 为 截面 4 的 角 位 移 ， 记 为 m, 。 另 外 ， 除 了 荷载 作用 ， 温 度 变化 、 支 座 移动 、 材 
料 收缩 和 制造 误差 等 因素 也 会 使 结构 产生 位 移 。 

上 述 所 讲 的 位 移 称 为 绝对 位 移 ， 除 了 绝对 位 移 还 有 相对 位 移 。 如 图 6-2 所 示 ， 刚 架 在 荷 
载 作 用 下 发 生 虚 线 所 示 的 变形 , 截面 4 的 转角 为 ps， 顺 时 针 ; 截面 B 的 转角 为 p。, 逆 时 针 ， 
则 截面 4 和 截面 B 的 相对 转角 gss = ps+s。 同 理 ，C 点 有 水 平 向 右 的 位 移 和 4，D 点 有 水 
平 向 左 的 位 移 4， 则 C 点 和 DD 点 的 水 平 相对 线 位 移 4p = 么 + 水。 
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图 6-1 刚 架 的 位 移 图 6-2 刚 架 的 相对 位 移 


6.1.2 ”计算 结构 位 移 的 目的 


分 析 结 构 位 移 的 主要 目的 就 是 校 核 结构 的 刚度 ， 即 要 求 结构 不 出 现 过 大 的 变形 ， 保 证 
变形 在 规范 允许 的 范围 之 内 。 在 结构 设计 中 ， 一 要 满足 强度 的 要 求 ， 二 要 满足 刚度 的 要 求 ， 
如 果 不 满足 刚度 的 要 求 ， 结 构 在 荷载 作用 下 变形 太 大 ， 即 使 不 破坏 也 不 能 正常 使 用 。 例 如 
钢筋 混凝土 高 层 建筑 ， 如 果 存 在 较 大 的 水 平 位 移 ， 就 会 导致 混凝土 材料 的 开裂 以 及 装饰 部 
分 的 脱落 ， 同 时 也 会 让 居住 的 人 们 产生 恐惧 感 ， 所 以 规范 规定 ， 在 水 平 风 荷载 或 水 平地 震 
荷载 作用 下 ， 相 邻 两 层 层 间 位 移 的 最 大 值 与 层 高 之 比 应 小 于 等 于 1/1000~1/500( 具 体 取 值 与 
结构 类 型 以 及 楼 房 总 体高 度 有 关 )。 

其 次 ， 在 结构 施工 中 也 必须 知道 结构 的 位 移 ， 以 便 采取 相应 的 措施 ， 保 证 施工 的 准确 
性 和 安全 性 。 另 外 ， 计 算 结 构 位 移 还 是 分 析 超 静 定 结构 的 基础 ， 超 静 定 结构 的 内 力 仅 用 力 
的 平衡 条 件 不 能 完全 确定 ， 还 必须 结合 变形 协调 条 件 ， 而 建立 变形 协调 条 件 的 前 提 就 是 计 
算 结构 的 位 移 。 最 后 ， 在 动力 计算 和 稳定 计算 中 ， 也 需要 计算 结构 的 位 移 。 可 见 ， 分 析 结 
构 位 移 在 工程 中 具有 非常 重要 的 意义 。 

计算 结构 位 移 必须 基于 如 下 基本 假定 : 结构 的 材料 符合 虎 克 定律 ， 即 应 力 与 应 变 成 线 
性 关系 ; 结构 的 变形 很 小 ， 不 影响 荷载 的 作用 ， 即 在 变形 后 的 平衡 方程 中 ， 仍 然 可 以 用 结 
构 变形 前 的 几何 尺寸 ， 忽 略 结构 变形 带 来 的 影响 ， 结 构 各 处 的 连接 是 无 摩擦 的 。 若 结构 材 
料 满足 以 上 三 个 条 件 ， 就 称 为 线性 变形 体系 ， 此 为 理想 化 的 模型 ， 在 分 析 结 构 位 移 时 可 以 
用 人 加 原理 。 


6.2 ”变形 体系 的 虚 功 原理 


6.2.1 功 、 实 功 、 虚 功 


如 果 一 个 物体 受到 力 的 作用 ， 并 在 力 的 方向 上 发 生 了 一 段位 移 ， 我 们 就 说 这 个 力 对 物 
体 做 了 功 。 如 果 力 为 常量 P， 作 用 点 总 位 移 为 D， 力 的 作用 方向 和 位 移 方向 的 夹 角 为 a ， 
则 所 做 的 功 为 T=PDcosa=PA4 ， 其 中 4 为 总 位 移 刀 在 力 已 作用 线 方 向 上 的 投影 。 
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对 于 其 他 形式 的 力 或 力 系 所 做 的 功 ， 也 常用 两 个 因子 的 乘积 表示 ， 为 了 方便 起 见 ， 将 
其 中 与 力 对 应 的 因子 称 为 广义 力 ， 与 位 移 对 应 的 因子 称 为 广义 位 移 。 例 如 ， 如 果 力 为 作用 
在 某 一 截面 的 外 力 偶 M , 则 广义 位 移 为 该 截面 所 发 生 的 转角 2 ,该 力 偶 所 做 的 功 为 = Mg 。 
如 果 力 为 作用 在 结构 上 的 一 对 力 偶 M ， 则 广义 位 移 为 两 个 作用 面 发 生 的 相对 转角 wise ， 则 
这 对 力 偶 所 做 的 功 为 了 = M 94s 。 

如 图 6-3(a) 所 示 的 简 支 梁 ,受到 力 P 的 作用 ,荷载 由 零 逐 渐 增 大 到 力 P， 作 用 点 处 的 位 


移 从 零 逐 渐 增 大 到 4 。 若 结构 材料 符合 虎 克 定律 且 结 构 变 形 不 大 时 ， 静 力 加 载 过 程 中 力 与 
位 移 的 关系 可 以 用 图 6-3(b) 中 的 直线 关系 表示 。 假 定 在 加 载 过 程 中 ， 当 P=P 时 ， 相 应 的 位 


移 为 ?， 当 荷载 从 已 增加 到 P+dP 时 ， 相 应 的 位 移 为 y+ dy ， 则 荷载 由 零 增 大 到 书 的 过 程 
中 所 做 的 功 为 


7=Jar=J dy =3P4 


pl 


(a) 简 支 梁 的 变形 (b) 荷载 与 位 移 的 关系 
6-3 简 支 梁 及 其 荷载 与 位 移 的 关系 


在 这 个 例子 中 ， 力 和 位 移 之 间 有 直接 的 依赖 关系 ， 位 移 是 由 力 直接 引起 的 ， 像 这 样 力 
在 自身 位 移 上 所 做 的 功 就 称 为 实 功 。 根 据 上 述 公式 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 若 结 构 材 料 为 线 
性 变形 体系 ， 则 实 功 即 等 于 力 与 位 移 的 乘积 ， 再 乘 以 1/2。 

除了 实 功 还 有 虚 功 ， 所 谓 虚 功 指 的 是 力 与 位 移 没 有 直接 的 依赖 关系 。 如 图 6-4(a) 所 示 的 
简 支 梁 ， 作 用 在 1 点 处 有 一 力 P 的 作用 , 假设 由 于 其 他 原因 (该 原因 与 无关) 在 1 点 处 有 一 
位 移 4， 如 图 6-4(b) 所 示 ， 则 乘积 P4 就 称 为 虚 功 。 由 此 可 知 ， 虚 功 中 的 力 和 位 移 分 别 属于 
同一 体系 中 两 个 不 同 的 状态 ， 这 两 种 状态 彼此 独立 。 


(a) 力 状态 (b) 位 移 状 态 
图 6-4 虚 功 中 的 力 状 态 和 位 移 状 态 
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6.2.2 ”变形 体系 虚 功 原理 的 推导 


变形 体系 的 虚 功 原理 可 表述 如 下 。 

设 变形 体 在 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 该 变形 体 由 于 其 他 原因 产生 符合 约束 条 件 的 微 
小 连续 变形 ， 则 外 力 在 位 移 上 所 做 外 虚 功 恒 等 于 各 个 微 段 上 的 内 力 在 微 段 变形 上 所 做 的 内 
虚 功 。 简 言 之 ， 外 力 虚 功 等 于 变形 虚 功 。 

下 面 以 单个 杆 件 变形 体 为 例 ， 论 证 上 述 原理 的 正确 性 。 如 图 6-5(a) 所 示 ， 一 平面 杆 件 结 
构 在 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 , 图 6-5(b) 表 示 由 于 其 他 原因 产生 了 虚 位 移 ， 可 以 分 别称 这 两 
种 状态 为 力 状 态 和 位 移 状态 。 此 处 的 虚 位 移 是 由 其 他 原因 引起 的 ， 如 支 座 移动 、 温 度 变 化 
或 者 另外 一 组 力 系 。 但 位 移 必须 是 微小 的 ， 并 且 满 足 支承 约束 条 件 和 变形 连续 条 件 ， 即 变 
形 协调 。 

现 从 图 6-5(a) 中 取出 一 个 微 段 来 研究 。 作用 于 该 微 段 上 的 力 除了 外 力 还 有 两 端 截面 上 的 
内 力 ， 即 轴 力 、 前 力 和 弯 矩 。 注 意 ， 这 些 力 对 于 整个 结构 来 讲 属于 内 力 ， 对 于 所 取 微 段 来 
讲 则 属于 外 力 ， 按 照 习 惯 ， 这 里 仍然 称 之 为 内 力 。 在 图 6-5(b) 中 该 微 段 由 4BCD 移动 到 了 
4A'B'C'D' ， 于 是 上 述 微 段 上 各 力 将 在 相应 位 移 上 做 虚 功 ， 把 所 有 微 段 的 虚 功 加 起 来 则 得 到 
整个 结构 的 虚 功 。 接 下 来 用 两 种 不 同 的 方法 计算 虚 功 。 


9 
人 
dp 

M M+dM 


AD| 1 7 = 
A 了 -san | 一 
“MS 人 ， 由 入 | 十 
EE | 


[a FstdFs 
(a) 力 状态 (b) 位 移 状态 


图 6-5 平面 杆 件 的 力 状态 和 位 移 状态 
(1) 按 外 力 虚 功 和 内 力 虚 功 来 计算 


假定 该 微 段 上 所 有 力 所 做 的 虚 功 总 和 为 4d7 ， 外 力 所 做 虚 功 记 为 d7 ， 截 面 上 内 力 所 做 
虚 功 记 为 d， 则 dT =d 工 +dT ， 将 其 沿 着 杆 件 长 度 方向 积分 ， 得 到 整个 结构 的 虚 功 : 


jr = az +5 [a7 


fs 


或 者 简单 记 为 
T=ZT+T 
此 处 , 区 即 所 有 外 力 ( 含 外 荷载 及 支 座 反 力 ) 在 其 虚 位 移 上 所 做 虚 功 总 和 ， 即 变形 体 虚 功 


\ 
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定义 中 的 外 力 虚 功 。 荆 则 是 所 有 微 段 上 内 力 所 做 虚 功 总 和 。 因 为 相 邻 两 微 段 其 相 邻 截面 上 
的 内 力 互 为 作用 力 和 反作用 力 ， 它 们 大 小 相等 、 方 向 相反 ; 又 因为 虚 位 移 是 协调 的 ， 满 足 
变形 连续 的 条 件 ， 即 相 邻 截面 总 是 密切 贴 合 在 一 起 而 具有 相同 的 位 移 ， 故 每 一 对 相 邻 截面 
上 的 内 力 所 做 的 功 总 是 大 小 相等 、 符 号 相反 、 相 互 抵消 的 ， 即 五 =0， 所 以 整体 结构 的 虚 功 
即 等 于 外 力 虚 功 。 


了 = 工 (a) 
(2) 按 刚 体 虚 功 和 变形 虚 功 计算 
现在 把 虚 位 移 分解 为 两 步 ， 第 一 步 只 发 生 刚 体位 移 ， 微 段 4BCD 移动 到 4'B'C"D"， 然 
后 再 发 生变 形 位 移 , 截面 4'8' 不 动 ，C"D" 再 移动 到 C'D' ,假定 该 微 段 上 所 有 力 在 刚体 位 移 
上 所 做 虚 功 记 为 dT ， 在 变形 位 移 上 所 做 虚 功 记 为 4T, ， 则 d7 =d7 +dT ， 将 其 沿 着 杆 件 长 
度 方向 积分 ， 得 到 整个 结构 的 虚 功 : 
lar=3 a + 也 47 


或 者 简单 记 为 
T=T+T 
由 于 微 段 处 于 平衡 状态 ， 则 刚体 虚 功 为 零 ， 即 了 =0 ， 所 以 整个 结构 的 虚 功 即 等 于 变形 
虚 功 : 
T= 人 
微 段 的 变形 可 以 分 为 轴 向 变形 du 、 前 切 变形 yxds 和 弯曲 变形 dp ， 由 于 外 力 gq 在 这 些 
变形 上 所 做 虚 功 为 高 级 微量 ， 在 此 可 以 忽略 ; 另外 ， 对 于 外 力 集中 荷载 和 力 偶 荷 载 ， 可 以 
认为 它们 作用 在 截面 48 上 ， 当 微 段 变形 时 它们 并 没有 做 功 ， 则 截面 微 段 的 变形 虚 功 可 以 
写 为 


T=5 Raut TRrds+ | Map (©) 
此 处 即 变 形体 虚 功 定义 中 的 变形 虚 功 。 
结合 (a)、(b)、(c) 三 个 式 子 可 得 到 虚 功 方程 表达 式 : 
T=T.=T,=5 Rdu+t TRrds+ 5 | Mio (6-1) 
这 里 的 dx 、yds 、dy 为 实际 状态 中 微 段 的 变形 ， 若 分 别 用 = 、K 来 表示 轴 向 的 线 应 变 


和 截面 曲率 ， 则 应 满足 变形 协调 条 件 : du=sds ，dg=xds 。 另 外 ， 力 学 中 通常 也 用 表示 
轴 力 ， 用 QO 表示 剪 力 ， 则 虚 功 方程 也 可 记 为 


T=5 |Neds+3,|Qrds+ 3 [Mxds (6-2) 


上 述 虚 功 方程 推导 过 程 中 没有 涉及 材料 的 物理 性 质问 题 ， 因 此 该 公式 适用 于 各 种 弹性 、 
非 弹性 、 线 性 和 非 线性 的 变形 体系 。 
上 述 虚 功 方程 对 刚体 体系 也 同样 适用 。 刚 体系 统 发 生 虚 位 移 时 刚体 形状 保持 不 变 ， 即 
变形 虚 功 为 零 ， 则 虚 功 方程 为 
了 =0 (6-3) 


hi 
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可 见 刚体 虚 功 原理 可 以 看 作 是 变形 体 虚 功 原理 的 一 个 特殊 形式 ， 其 虚 功 原理 可 以 表述 
为 : 具有 理想 约束 的 质点 系 保持 平衡 的 充分 必要 条 件 ， 对 于 任何 虚 位 移 ， 作 用 于 质点 系 的 
主动 力 所 做 的 虚 功 为 零 。 

虚 功 原理 有 两 种 应 用 形式 ， 即 虚 位 移 原 理 和 虚 力 原理 。 虚 位 移 原理 表述 为 :给 定 力 的 
状态 ， 要 求 用 虚 功 原理 求解 力 状态 中 的 未 知 力 ， 这 时 需要 沿 未 知 力 方向 虚设 一 个 位 移 来 求 
解 ， 这 种 方法 称 为 虚 位 移 原理 。 在 理论 力学 中 已 经 详细 讨论 过 这 种 方法 的 应 用 ， 第 10 章 影 
响 线 的 求解 也 需要 应 用 虚 位 移 原理 。 虚 力 原理 表述 为 : 给 定 一 位 移 状态 ， 要 求 用 虚 功 方程 
求解 位 移 状态 中 的 未 知 位 移 ， 这 时 需要 沿 未 知 位 移 方向 虚设 一 个 力 来 求解 ， 这 种 方法 称 为 
虚 力 原理 。 虚 力 原理 求解 时 ， 虚 设 力 的 大 小 不 影响 最 后 的 结果 ， 所 以 我 们 通常 虚设 一 个 单 
位 力 来 求解 ， 此 方法 又 称 为 单位 荷载 法 ， 本 章 位 移 的 计算 主要 应 用 这 种 方法 。 


6.3 位移 计算 的 一 般 公式 (单位 荷载 法 ) 


如 图 6-6(a) 所 示 ， 某 刚 架 由 于 荷载 作用 、 支 座位 移 和 温度 变化 等 因素 发 生 了 变形 ， 
变形 曲线 如 虚线 所 示 ， 接 下 来 用 虚 功 原理 求 任 一 截面 M 处 沿 着 任 一 指定 方向 K 一 上 的 
位 移 水 。 

运用 虚 功 原理 求解 需要 有 两 个 状态 : 位 移 状 态 和 力 状 态 。 图 6-6(a) 所 示 的 状态 即位 移 状 
态 ， 该 位 移 是 实际 存在 的 ， 称 为 实 位 移 状态 。 然 后 我 们 沿 着 K 一 kK 方向 假定 一 单位 荷载 ， 如 
图 6-6(b) 所 示 ， 以 此 作为 力 状 态 ， 该 力 是 虚设 的 ， 称 为 虚 力 状态 。 


Ga) 实 位 移 状态 (b) 虚 力 状态 
图 6-6 单位 荷载 计算 位 移 的 两 种 状态 


现在 根据 两 个 状态 建立 虚 功 方程 ， 首 先 计算 虚 力 状态 的 外 力 在 实际 位 移 上 所 做 的 功 ， 
即 外 力 虚 功 。 单 位 荷载 作用 下 引起 的 支 座 反 力 分 别 记 为 加 、 玉 、 羽 ,实际 状态 中 相应 的 支 
座位 移 记 为 C 、C, 、C,， 则 外 力 虚 功 为 


了 = 起 Gt 忆 tO= 和 4 
接着 计算 虚 力 状态 的 内 力 在 实际 位 移 上 所 做 的 功 ， 即 变形 虚 功 。 单 位 荷载 作用 下 引起 
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的 微 段 内 力 分 别 记 为 Nx、Or 、Mx , 实际 状态 中 微 段 的 相应 变形 分 别 记 为 eds 、yds 、xds ， 
则 变形 虚 功 为 

于 三 > Nreds+5| Orrds+5| Mxxds 
则 虚 功 方程 为 


本 + 了 RC = 也 | Needs+ 守 | Orrds+ 5 | Merds 
即 
本 = 了 | Yesdy+ 了 | Ourd+ 了 | Merds—5 RC, (6-4) 


结构 位 移 计算 的 一 般 步 骤 如 下 。 

(1) 在 某 点 沿 着 拟 求 位 移 4 的 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 。 

(2) 在 单位 荷载 作用 下 ， 根 据 平衡 条 件 ， 求 出 结构 内 力 Ne 、Qxr 、Mx 和 支 座 反 力 尺 。 

(3) 根据 虚 功 方程 (6-4)， 虚 力 和 实 位 移 相 乘 得 到 位 移 4 。 

公式 (6-4) 右 边 有 四 个 乘积 ， 它 们 都 是 力 与 位 移 的 乘积 ， 当 力 与 位 移 的 方向 一 致 时 乘积 
为 正 ， 当 力 与 位 移 方向 相反 时 乘积 为 负 。 最 后 求 得 的 4 如 果 是 正 值 ， 则 表明 位 移 4 的 实际 
方向 与 所 虚设 单位 荷载 方向 一 致 。 

公式 (6-4) 不 仅 可 以 计算 任 一 点 的 线 位 移 ， 还 可 以 计算 角 位 移 、 相 对 位 移 ， 简 言 之 ， 它 
可 以 计算 任 一 广义 的 位 移 。 需 要 注意 的 是 ， 力 状态 中 所 虚设 的 单位 荷载 必须 与 所 求解 的 广 
义 位 移 相 对 应 。 以 下 通过 举例 说 明 广义 力 和 广义 位 移 之 间 的 关系 。 

如 图 6-7(a) 所 示 ， 要 求 结构 上 某 点 沿 某 一 方向 的 线 位 移 时 ， 应 在 该 点 沿 所 求 位 移 方向 
施加 单位 力 ， 如 图 6-7(b) 所 示 ， 要 求 结构 某 截面 的 转角 ， 应 在 该 截面 处 加 一 单位 力 偶 ， 如 
图 6-7(c)、(d) 所 示 ， 要 求 结构 上 两 点 间 的 相对 线 位移 ， 应 在 两 点 处 施加 一 对 方向 相反 的 单位 
力 ; 如 图 6-7(e) 所 示 ， 要 求 结构 上 两 截面 的 相对 转角 ， 应 在 两 截面 处 施加 一 对 方向 相反 的 单 
位 力 偶 ， 如 图 6-7( 有 所 示 ， 要 求 梅 架 某 杆 的 角 位 移 时 ， 由 于 哥 只 承受 轴 力 ， 故 应 将 单位 力 
偶 换 为 等 效 的 结 点 集中 荷载 ， 即 在 该 杆 两 端 加 一 对 方向 与 杆 件 垂直 、 大 小 等 于 杆 件 长 度 倒 
数 而 方向 相反 的 集中 力 。 


图 6-7 广义 力 和 广义 位 移 


轨 
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图 6-7 广义 力 和 广义 位 移 ( 续 ) 


6.4 和 荷载 作用 下 静 定 结构 的 位 移 计 算 


本 节 讨 论 只 有 荷载 作用 时 位 移 的 计算 ， 且 仅 限于 研究 线 弹 性 结构 。 线 弹性 结构 下 的 微 
小 位 移 ， 应 力 与 应 变 符合 虎 克 定律 ， 所 以 计算 位 移 时 荷载 的 影响 可 以 个 加 ， 而 且 钊 载 后 位 
移 能 够 完全 恢复 。 

结构 只 受 荷载 作用 ， 所 以 公式 (6-4) 中 的 支 座 位 移 好 及 C, 一 项 为 零 ， 则 位 移 计算 公式 为 


2 = Needs+ 5 | Grrds+ >| Mxxds (a) 


公式 中 ，Nx 、Ok 、Mx 为 虚拟 状态 下 由 单位 荷载 引起 的 微 段 的 内 力 ，sds 、yds 、xds 为 
实际 状态 下 由 荷载 引起 的 微 段 的 变形 。 假 设 实际 状态 下 由 荷载 引起 的 内 力 分 别 为 N, 、0Q，、 
Mp。， 根 据 材料 力学 的 公式 微 段 变形 可 以 分 别 表示 为 
ES 
Ed 
= 
Kds = EE ds (b) 
=k 和 此 
yds = 大 


式 中 的 E4、EI、G4 分 别 表 示 杆 件 的 抗 拉 刚度 、 抗 弯 刚 度 和 抗 剪 刚度 。 大 为 前 应 力 沿 截面 分 
布 不 均匀 的 修正 系数 ， 其 取 值 与 截面 形状 有 关 : 对 于 和 矩形 截面 k=1.2， 圆 形 截 面 k=10/9， 薄 
壁 圆 环 截面 k=2， 工 字形 或 箱 形 截面 k=4/ 4 ， 其 中 4 为 腹 板 的 面积 。 
将 式 (b) 代 入 式 (a)， 并 用 4 代替 4 ， 得 到 如 下 表达 式 ， 其 中 第 一 个 下 标 玉 表示 发 生 位 
移 的 地 点 和 方向 ， 第 二 个 下 标书 表示 产生 位 移 的 原因 ， 即 荷载 引起 : 
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_ rNrN, MrM,; 0.0: 
Ap = > [es 车 > + 了 人 -dy (6-5) 
这 就 是 平面 杆 件 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公式 。 对 于 不 同 的 结构 形式 ， 右 边 三 项 
的 影响 不 一 样 ， 可 以 根据 实际 情况 对 公式 (6-5) 进 行 简化 。 
1. 梁 和 刚 架 


在 梁 和 刚 架 结构 中 ， 位 移 主要 是 由 弯 抢 产生 的 ， 轴 力 和 剪 力 的 影响 均 较 小 ， 实 际 计算 
时 常常 忽略 ， 按 照 如 下 公式 进行 计算 : 


_ ATMeM 
各 = 工 | 一 和 dy (6-6) 


2， 柏 架 结构 
在 析 架 结构 中 ， 各 杆 件 只 受 轴 力 作用 ， 而 且 每 根 杆 的 截面 面积 4 以 及 轴 力 Nx 、N; 沿 
杆 件 长 度 通 常 都 是 常数 ， 因 此 位 移 公 式 可 以 简化 为 


a (7 
3， 组 合 结构 

在 术 梁 组 合 结构 中 ， 一 些 杆 件 主要 受 弯 矩 作用 ， 另 一 些 杆 件 主要 受 轴 力 作用 ， 故 位 移 
公式 可 以 简化 为 


NeNz1 


MeM, 
4 =Z| BH 4+ 2 


(6-8) 


4. 拱 


在 拱 结构 中 ， 如 果 压 力 线 与 拱 的 轴线 接近 ， 即 两 者 的 距离 与 杆 件 的 截面 高 度 为 同 量 级 
时 ， 应 考虑 弯曲 变形 和 拉 伸 变形 对 位 移 的 影响 ， 位 移 公式 为 


MxM. NeN. 
Ty Co 
当 压 力 线 与 拱 轴线 不 相近 时 ， 则 只 需 考 虑 弯曲 变形 的 影响 ， 按 公式 (6-6) 计 算 位 移 。 


例 6-1 试 求 图 6-8(a) 所 示 悬 臂 梁 在 4 点 的 竖 向 位 移 ， 并 比较 弯曲 变形 和 剪 切 变形 对 位 
移 的 影响 。 该 梁 为 矩形 截面 ， 截 面 高 度 为 h。 


9 
4 
| 人 二 
(a) (b) 


6-8” 悬 辟 梁 实 位 移 状 态 和 虚 力 状态 


解 : 在 4 点 加 一 竖 向 单位 力作 为 虚拟 力 状态 ， 如 图 6-8(b) 所 示 ， 取 4 点 为 坐标 原点 ， 
根据 图 6-9 所 示 弯 矩 和 前 力图 ， 得 到 任意 截面 x 的 内 力 如 下 。 


i 
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1 
Mp 区 图 


I ql 1 日 | 
Qp 图 Cx 图 


图 6-9 ”实际 荷载 和 虚拟 荷载 作用 下 的 内 力图 
(1) 实际 荷载 引起 的 内 力 方程 为 
MP = ， Np=0, QOp=-qx 
(2) 虚拟 荷载 引起 的 内 力 方 程 为 
Mex 二 二 Nx =0， Os =-l 
(3) 将 上 述 内 力 方 程 代入 公式 (6-5)， 得 
4 Las+| 
4 


CNea :2xoua 
°° FE4 °° GA 


a 1 kere1 
-二 9-3 E+ 吉 几 CDCede 


现在 比较 剪 切 变形 与 弯曲 变形 对 位 移 的 影响 ， 二 者 比值 为 
hkgr ,gr 12g7 ,8ET_ ,sg_El 


4 2G4 8E 2G4 ql ~ GAP 
设 梁 的 泊 松 比 j=1/3， 则 E/G=2(1+1)=8/3， 对 于 和 矩形 截面 ，1/4= 及 /12， 代 入 上 


式 ， 即 得 
生 -to( 纪 
地 7 
当 梁 的 高 跨 比 h1=1/10 时 ， 孙 14 =1.07%， 剪 力 影响 约 为 弯 矩 影响 的 1%， 故 对 于 一 
般 梁 可 以 忽略 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 。 但 是 当 梁 的 高 跨 比 h/11 增 大 到 1/2 时 ， 包 /4wv 增 大 到 
1/4， 因 此 对 于 深 梁 应 该 考虑 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 。 
例 6-2 试 求 图 6-10(a) 所 示 刚 架 B 点 的 水 平 位 移 or 。 各 杆 件 材料 相同 ， 截 面 惯性 矩 7 
为 常数 。 
解 : 在 B 点 加 一 水 平 单位 力作 为 虚拟 力 状 态 ， 如 图 6-10(b) 所 示 ， 分 别 设 各 杆 件 的 x 坐 
标 如 图 所 示 ， 则 各 杆 件 的 内 力 (内 侧 受 拉 为 正 ) 如 下 。 
(1) 实际 荷载 引起 的 内 力 方 程 为 
AB 段 : Mp =ah Sar 


I 
A 
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图 6-10 刚 架 实 位 移 状 态 和 虚 力 状态 
(2) 虚拟 荷载 引起 的 内 力 方程 为 
AB 段 : Mx =x 
CB 段 : Mx =x 
(3) 将 上 述 内 力 方程 代入 公式 (6- 6)， 得 
eM i eT i 3g1 
wu = | -| :ex 本 "e+ Hj 7 


例 6-3 试 求 图 el B 点 的 水 平 位 移 4a ， 已 知 EI 为 常数 。 


(a) 
图 6-11 曲 梁 实 位 移 状态 和 虚 力 状态 


解 : 此 曲 梁 为 小 曲率 杆 ， 可 近似 采用 直 杆 的 位 移 计算 公式 。 以 圆心 为 坐标 原点 ， 在 实 


际 荷载 作用 下 内 力 方程 为 


M =-FRsing 
在 虚拟 荷载 作用 下 内 力 方 程 为 
Mex= R(1—cos0) 
代入 公式 (6-6)， 得 
We 
ED 


了 
i 
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各 
1 re . 
= RU-cosO)(-FRsinO)RdO 
=- 至 | Jesinodo -sinecosodo| 
= em ER CE 
例 6-4 试 求 图 6-12(a) 所 示 术 架 C 点 的 竖 向 位 移 和 44, 。 弹 性 模 量 E =2.1x10kPa ,截面 


面积 4=12cm? 。 
解 : 在 C 点 加 竖 向 单位 力 ， 分 别 求解 实际 荷载 作用 下 各 杆 的 轴 力 N; [ 见 图 6-12(b)] 和 虚 


拟 荷载 作用 下 各 杆 的 轴 力 Nx [ 见 图 6-12(o)]。 


P=45KN P=45kKN 


[a 
和 


(a) 术 架 (b) 和 Np 图 


(c) Mk 图 
图 6-12 ” 求 柏 架 下 弦 中 点 的 竖 向 位 移 
根据 析 架 位 移 公 式 (6-7)， 得 


碱 7 三 了 2 =0.376cm(J) 
6.5 图 乘 法 
由 上 节 可 知 ， 计 算 梁 和 刚 架 的 位 移 时 ， 需 要 做 如 下 积分 运算 : 
[Eh 
EI 了 


积分 运算 是 比较 麻烦 的 ， 尤 其 是 当 荷 载 较 复杂 时 ， 运 算 量 非常 大 ， 但 是 在 一 定 条 件 下 ， 
这 种 积分 运算 可 以 得 到 简化 。 当 满足 如 下 条 件 时 ， 上 述 积分 运算 可 以 用 图 乘法 来 代替 : 
中 杆 件 轴线 为 直线 。 


\ 
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计算 

@ 沿 杆 长 度 方 向 EI 为 常数 。 

图 Mx 和 4M， 图 中 至 少 有 一 个 为 直线 图 形 。 下 面 详细 讲解 图 乘法 的 概念 。 

如 图 6-13 所 示 ， 等 截面 直 杆 4B 段 上 的 两 个 弯 矩 图 中 ，Mzx 图 为 一 条 直线 ，M， 图 为 任 
意 形状 ， 设 抗 弯 刚度 友 为 常数 ， 我 们 以 杆 轴 为 x 轴 ， 以 Mx 图 的 延长 线 与 x 轴 的 交点 为 坐标 
原点 ， 并 沿 垂直 方向 设置 了 轴 ， 建 立 坐标 系 。Mzx 图 的 倾角 记 为 a ， 则 Mx=xtana ， 于 是 


[a “Mpdx= ee fx- Mdx 


6-13 ”图 乘法 公式 推导 图 
上 式 中 ，Mpdx 可 以 看 作 是 M; 图 的 微分 面积 do ，xMpdx 为 微分 面积 对 y 轴 的 静 和 矩 ， 
则 [xMzdx 即 为 整个 Mn 图 的 面积 对 y 轴 的 静 矩 ， 根 据 材料 力学 的 知识 ， 它 应 该 等 于 Ma 图 
的 面积 @ 了 乘 以 其 形 心 C 到 ? 轴 的 距离 xc ， 即 
| p= Xe 


代入 上 式 ， 得 


| _tane Oxc tang _ :ye 
El ET El El 
式 中 yc 是 M; 图 的 形 心 C 处 所 对 应 的 Mx 图 的 竖 标 。 可 见 ， 上 述 积分 等 于 一 个 弯 矩 图 的 面 
积 @ 乘 以 其 形 心 所 对 应 的 另 一 条 直线 弯 矩 图 的 竖 标 yc。 ， 再 除 以 把 ， 这 就 是 图 乘法 。 
如 果 结 构 中 各 个 杆 段 均 可 图 乘 ， 则 位 移 计 算 公式 可 写 为 


x- Md 


MxM, OY. 
A = 一 ds 一》 C 6-10 
| El EI (6-10) 


应 用 图 乘法 时 应 注意 以 下 两 点 。 

(1) 杆 件 为 等 截面 直 杆 ， 两 个 弯 矩 图 中 至 少 有 一 个 为 直线 图 形 ， 竖 标 yc 必须 取 自 直 
线 图 形 。 如 果 两 个 图 形 都 是 直线 图 形 ， 则 竖 标 yc 可 取 自 任 一 图 形 。 

(2) 两 个 弯 窍 图 若 在 杆 件 的 同 侧 则 乘积 取 正 号 ， 异 侧 则 取 负 号 。 

下 面 将 几 种 常见 图 形 的 面积 和 形 心 位 置 列 于 图 6-14 中 。 


li 
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二 次 抛物 线 4= 疆 放 
(e) 
= 
顶点 
了 
5 
EL | 


三 次 抛物 线 4 了 


(n+2) 


7 次 抛物 线 4= 直 办 


6-14 ”图 形 的 面积 及 形 心 


用 图 乘法 计算 时 ， 还 应 注意 以 下 几 个 具体 问题 。 
(1) 如 果 一 个 图 形 是 曲线 ， 另 一 个 图 形 是 由 几 段 直线 组 成 的 折线 ， 或 者 各 个 杆 段 的 EI 
不 相等 时 ， 都 应 该 分 段 考虑 。 对 于 图 6-15 所 示 的 情形 ， 则 有 


1 
千本 (< + yy + Oy3) 


对 于 图 6-16 所 示 的 情形 ， 则 有 


4 他 玉 4 多 罗 
EL 


EL 


?03 


EE 
二 


1 
上 
上 
1 
上 
| 
T 
上 
1 
上 
| 
y | 
为 | 
[| 


图 6-15 ”曲线 图 形 与 折线 图 形 的 图 乘 


| 
1 
| 
1 
1 
1 
I 
T 
| 
1 
| 
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6-16 ” 变 截面 杆 件 两 弯 矩 图 的 图 乘 
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积 或 形 心 不 易 确定 时 ， 我 们 可 以 将 它 分 解 为 几 个 简单 


(2) 如 果 图 形 比较 复杂 ， 图 形 的 

的 图 形 ， 然 后 分 别 与 另 一 图 形 相 图 乘 。 

如 图 6-17 所 示 两 个 梯形 相 乘 时 ， 可 以 不 必定 出 梯形 面积 的 形 心 ， 而 把 其 中 一 个 图 形 分 
个 矩形 一 个 三 角形 )， 则 有 

1 一 

[Me Med = +t) 


解 为 两 个 三 角形 (或 者 


上 式 中 ， 面 积 和 竖 标 可 按 如 下 公式 计算 : 
a CD -以 甩 = 也 2 
I 
a、b 或 者 ce、4q 不 在 基线 的 同一 侧 时 ， 处 理 方法 同上 ， 如 图 6-18 所 示 。 


I 


图 6-17 ”曲线 图 形 与 折线 图 形 的 图 乘 图 6-18 曲线 图 形 与 折线 图 形 的 图 乘 

(3) 抛物 线 非 标准 图 形 的 分 解 原 理 。 

图 6-19(a) 表 示 结 构 中 的 一 段 直 杆 4B 在 均 布 荷载 g 作用 下 的 M; 图 ， 在 一 般 情况 下 ， 这 
是 一 个 非 标准 图 形 。 可 以 看 出 ，Mz 图 是 由 两 端 弯 和 矩 M, 、Ms 组 成 的 直线 图 和 简 支 梁 在 均 
布 荷 载 作 用 下 的 弯 矩 图 爱 加 而 成 的 , 如 图 6-19(b) 所 示 。 因 此 , 可 以 将 M5; 图 分 解 为 直线 的 M' 


图 和 标准 抛物 线 的 M" 图 ， 然 后 再 应 用 图 乘法 。 


6-19 抛物线 非 标准 图 形 的 分 解 
需要 注意 ， 弯 和 矩 图 的 玛 加 是 指 竖 标的 琶 加 ，， 图 6-19(a) 中 的 M? 图 与 图 6-19(b) 中 的 MM? 
积 (图 中 


图 形状 不 一 样 ， 但 是 在 同一 横 坐 标 x 处 ， 二 者 的 纵 坐 标 是 相同 的 ， 微 段 dx 的 微小 
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阴影 ) 是 相同 的 ， 因 此 两 图 的 面积 和 形 心 位 置 也 相同 。 
例 6-5 ”试用 图 乘法 计算 如 图 6-20(a) 所 示 的 悬臂 梁 在 均 布 荷载 作用 下 自由 端 截面 妃 的 转 
角 gs 和 竖 向 位 移 各 ， 设 如 为 常数 。 


9 Ci 
浊 
st 4 
了 
- 4/ 图 
(a) 原 结构 (b) 荷 载 作用 下 的 弯 算 图 
一 1 
1 P1 
= I 

\ 了 图 和 图 

(o) 求 转角 单位 若 载 克 甜 图 (中 求 坚 向 位 移 单位 荷载 订 算 图 


6-20 例 6-5 


解 : (1) 计算 B 截 面 的 转角 。 在 B 端 加 一 单位 力 偶 ， 作 Mx 图 ， 与 荷载 作用 下 的 M。 图 
相 图 乘 ， 得 到 
本 gr 
=| d= 二 = 二 (3 xixJoPxl 芭 三 由 
(2) 计算 B 点 的 竖 向 位 移 。 在 B 点 加 一 竖 向 单位 力 ， 作 Mx 图， 与 荷载 作用 下 的 M; 图 
相 图 乘 ， 得 到 


2 


_ 3 环 
py 1x 二 4gPx 二 /| = 一 一 
pl A lg 让 sm 


(a) MM 图 (a) 球 图 
图 6-21 例 6-6 图 


解 ， 作 M; 图 与 x 图 ， 如 图 6-21 所 示 ， 应 用 图 乘法 求解 。 
Mx 图 中 三 角形 的 面积 为 
| 
A= 一 x 一 x 一 = 一 


|! 
MM; 图 中 对 应 的 标 距 为 


! 
£9 
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5 
Jo 三 人 
则 C 点 挠 度 为 
| SEB 
和 = 二 人 上 48ET 
例 6-6 中 竖 标 


应 用 图 乘法 时 ， 如 果 两 个 图 形 均 为 直线 图 形 ， 则 竖 标 可 以 取 自 任 一 图 形 ， 


取 自 Ms 图。 下 面 按照 另外 一 种 思路 求解。 
M; 图 面积 为 全 了 万 P， 了 7 图 上 标 为 为 = 二/ ， 得 到 错误 结果 为 七 = 

请 读者 分 析 ， 错 误 在 哪里 ? 
平 位 移 or ， 刚 架 的 鼠 为 常数 。 


例 6-7 试 求 图 6-22(a) 所 示 刚 架 结 点 下 点 的 水 平 位 移 4 
作 M; 图 和 Mx 图， 如 图 6-22(b)、(c) 所 示 。 


解 : 
MP 图 的 面积 可 以 分 为 4 、 省 、 攻 三 块 计算 : 
2 3 3 3 
Pe -2,， WL 
2 和 4 4 3 8 12 
Mx 图 上 相应 的 标 距 为 
风 1 / 
4 3 2/ | 
了 
4 图 7 
1 
| 7 1 
() 刚 架 (b) M; (©) M. 
图 6-22 例 6-7 图 
则 8B 点 的 水 平 位移 为 
dg 2, gqP 2，gP 1) 3914 
4 = 
a -志和 53) 


例 6-8 如 图 6-23(a) 所 示 为 一 渡槽 截面 ，EI 为 常数 ， 设 槽 内 注 满 水 ， 试 求 4、B 两 点 间 


的 水 平 位 移 4 。 
解 :水 压 荷 载 取 lm 宽 计算 , 槽 底 水 压 集 度 g =y:h-1=10hkN/m ,荷载 分 布 见 图 6-23(a) 
图 6-23(b); 在 4、B 两 点 加 一 对 单位 力 并 绘 出 弯 矩 图 Mx 


绘 出 水 压 荷 载 作用 下 的 M; 图， 见 
图 ， 如 图 6-23(c) 所 示 。 


chapter 


构 力 学 


4 如 = 了 90c = 1 (2 


2 2 2 
Ld a 本 xlxh 
5 6 3 8 


EI EI 4 6 
10m (mw I OB 
= 一 + 一 一 一 |( 人 一 ) 
对 1S “6 了 2 
A B pe Pp 
ghY/8 
qh-—--z-- gh hn ] nh 
i D 
»y qhY6 ghY/6 » hn 
(a) 渡 醒 截面 (b) My (©) M: 


图 6-23 例 6-8 图 
6.6 温度 变化 时 静 定 结构 的 位 移 计 算 


对 于 静 定 结构 ， 除 了 荷载 以 外 ， 其 他 任何 外 因 如 温度 变化 、 支 座位 移 等 均 不 引起 内 力 。 
但 是 当 静 定 结构 的 温度 发 生变 化 时 ， 材 料 的 热 胀 冷 缩 会 使 结构 产生 变形 和 位 移 。 
如 图 6-24 所 示 ， 设 杆 件 的 上 边缘 温度 升 高 4 ， 下 边缘 温度 升 高 1 ， 而 沿 杆 件 截 面 厚度 
为 线性 分 布 ， 则 杆 件 的 轴线 温度 与 上 、 下 边缘 的 温差 At 分 别 为 
= At=t, —t 


式 中 ， 放 为 杆 件 截面 厚度 ， 太 和 用 分别 为 杆 轴 到 上 、 下 边缘 的 距离 。 如 果 杆 件 截面 是 
对 称 截面 ， 则 有 = 加 = 上 n= 温度 变化 时 杆 件 不 产生 前 应 变 ， 引 起 的 轴 向 伸 长 应 
变 e 和 截面 曲率 x 分 别 为 


dg a(t,—t)ds oAt 
TO hls 
式 中 ，c 为 材料 的 温度 线 膨胀 系数 ， 将 上 式 代 入 公式 (6-4)( 不 考虑 支 座 位 移 )， 得 
Ma = an] Neds+ pa Mxds = anow。 +15 on, (6-11) 


式 中 ，@s, -| Nrds ，@iz. -| Mxds， 分 别 表 示 杆 件 轴 力 图 Nx 和 弯 矩 图 Mx 的 
折 积 。 
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(a) (b) 
图 6-24 刚 架 的 温度 分 布 图 
应 用 公式 (6-11) 时 , 应 注意 右边 各 项 正 负 号 的 规定 。 由 于 它们 都 是 内 力 所 做 的 变形 虚 功 ， 
故 当 实际 温度 变形 与 虚拟 内 力 方向 一 致 时 其 乘积 为 正 ， 相 反 时 为 负 。 因 此 ， 对 于 温度 变化 ， 
若 规定 加 以 升温 为 正 ， 降 温 为 负 ， 则 轴 力 Nx 以 拉力 为 正 ， 压 力 为 负 ， 弯 和 矩 Mx 应 该 以 4, 边 
受 拉 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 
对 于 梁 和 刚 架 ， 在 计算 温度 变化 所 引起 的 位 移 时 ， 一 般 不 能 略 去 轴 向 变形 的 影响 ， 按 
照 公 式 (6-11) 计 算 。 
对 于 机 架 结构 ， 在 温度 变化 时 ， 其 位 移 计算 公 式 为 
A = 5 Nratl (6-12) 
当 梅 架 的 杆 件 长 度 因 制造 误差 而 与 设计 长 度 不 符 时 ， 由 此 引起 的 位 移 计算 与 温度 变化 
相 类 似 。 设 各 杆 长 度 的 误差 为 Al ， 则 位 移 计 算 公式 为 


Ars = NKAI (6-13) 


例 6-9 如 图 6-25(a) 所 示 的 刚 架 ， 内 侧 温度 上 升 16C ， 外 侧 温度 不 变 ， 截 面 高 度 
h=0.4m ， 温 度 线 膨胀 系数 a=0.000 01， 试 求 B 点 的 水 平 位 移 。 


解 : 在 B 点 加 一 单位 水 平 力 ， 绘 出 Mx 图 和 Nx 图 ， 如 图 6-25(b)、(c) 所 示 。 


P=1 8 4m & B C 


4m 


” 琉 图 


(b) (9) 


图 6-25 例 6-9 


内 侧 温度 变化 总 =16C， 外 侧 温度 不 变 5 -0'C， 又 因为 h = 及 = 各 ， 则 有 


所 
nn 
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， 
chapter 1) 
pa 


六 
= 8C, A -A-16C 

| 区 ee 
Wi 0 Os “lx4-4 


代入 公式 (6-11)， 注 意 到 温度 变化 引起 的 变形 与 虚设 内 力 引 起 的 变形 一 致 ， 得 到 
Pe 


=0.00001x8x 4 16=6.72x103m(-) 


6.7” 支 座 移动 时 静 定 结构 的 位 移 计算 


静 定 结构 发 生 支 座位 移 时 ， 结 构 内 不 产生 任何 内 力 和 变形 ， 所 以 结构 的 位 移 属于 纯 刚 
体位 移 ， 通 常 不 难 由 几何 关系 求 得 。 这 里 我 们 仍 用 虚 功 原理 来 计算 这 种 位 移 ， 在 公式 (6-4) 
中 ，sds=0，yds =0 ，kds =0， 于 是 得 到 


= EG (6-14) 


这 就 是 静 定 结构 在 支 座 移动 时 的 位 移 计算 公式 。 式 中 ，C 为 支 座 的 实际 位 移 ，R; 为 虚 
拟 状态 下 由 单位 荷载 引起 的 支 座 反 力 ， 当 Ri 与 CG 方向 一 致 时 乘积 为 正 ， 反 之 为 负 。 

例 6-10 图 6-26(a) 所 示 三 铵 刚 架 , 右边 支 座 的 水 平 位 移 为 必 .=0.04m (向 右 )， 竖 向 位 移 
为 妨 ,=0.06m( 向 下 )， 已 知 1=12m ，h=8m ， 试 求 由 此 引起 的 4 端 转角 ws 。 

解 ; 在 4 端 施加 单位 力 偶 ， 如 图 6-26b) 所 示 ， 考 虑 刚 架 的 整体 平衡 ， 由 》 Ms =0 可 得 


Fa = 再 考虑 右 半 刚 架 的 平衡 ， 由 于 Me =0 可 得 For = 六 (< 代入 公式 (6.19)， 则 有 


5 1 1 
24 = > RG -3 -去 生 | 
- | _ 0.06m 0.04m 


1 2 12m 2x8m 
=0.0075rad (由 


(b) 虚拟 状态 
6-26 例 6-10 图 
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6.8” 线 弹性 结构 的 互 等 定理 


本 节 讨 论 线 弹性 结构 的 四 个 互 等 定理 ， 其 中 最 基本 的 是 功 的 互 等 定理 ， 其 他 三 个 定理 
都 可 由 此 推导 出 来 。 这 些 定理 在 以 后 的 章节 中 会 经 常 引用 。 

互 等 定理 只 适用 于 线性 变形 体系 ， 其 应 用 条 件 为 如 下 。 

(1) 材料 处 于 弹性 阶段 ， 应 力 与 应 变 成 正比 。 

(2) 结构 变形 很 小 ， 不 影响 力 的 作用 。 


6.8.1 功 的 互 等 定理 


如 图 6-27 所 示 为 同一 线性 变形 体系 的 两 种 受 力 状 态 ， 我 们 分 别 记 为 第 一 状态 和 第 二 状 
态 。 在 第 一 状态 中 ，1 处 作用 有 横向 荷载 五 ， 在 横向 荷载 作用 下 2 处 的 位 移 记 为 4,。 在 第 
二 状态 中 ，2 处 作用 有 横向 荷载 房 ， 引 起 的 1 处 的 位 移 记 为 4, 。 注 意 这 里 位 移 4 两 个 下 标 
的 含义 ， 第 一 个 下 标 i 表示 位 移 的 地 点 和 方向 ， 第 二 个 下 标 j 表示 产生 位 移 的 原因 。 


(9) 第 一 状态 (b) 第 二 状态 
图 6-27 ”线性 变形 体系 的 两 种 受 力 状态 
如 果 第 一 状态 的 内 力 分 别 记 为 MX 、N 、Q@,， 第 二 状态 的 内 力 分 别 记 为 M,、N,、Q,， 
则 第 一 状态 的 力 系 在 第 二 人 
W847 
第 二 状态 的 力 系 在 第 一 如 上 的 
W = = Das+ pL 
ER ee 
W, = WW 
这 就 是 功 的 互 等 定理 : 在 任 一 线性 变形 体系 中 ， 第 一 状态 的 外 力 在 第 二 状态 的 位 移 上 
所 做 的 虚 功 等 于 第 二 状态 的 外 力 在 第 一 状态 的 位 移 上 所 做 的 虚 功 。 


22 
ds+5|k i 


6.8.2 ”位 移 互 等 定理 


现在 用 功 的 互 等 定理 研究 一 种 特殊 情况 。 如 图 6-28 所 示 ， 如 果 两 个 状态 中 的 荷载 都 是 
单位 力 ， 即 五 = 五 居 ， 单 位 力 引 起 的 位 移 用 小 写字 和 母 表示 ,分 别 记 为 6, 和 565,， 则 由 功 的 互 


1.0 =1.2， 即 6,=6,, 


6-28 ”位 移 互 等 的 两 种 状态 


这 就 是 位 移 互 等 定理 : 第 二 个 单位 力 引起 的 第 一 个 单位 力作 用 点 处 沿 作 用 方向 的 位 移 ， 
等 于 第 一 个 单位 力 引 起 的 第 二 个 单位 力作 用 点 处 沿 其 方向 的 位 移 。 

必须 指出 ， 这 里 的 单位 力也 可 以 是 单位 力 偶 ， 即 广义 单位 力 。 位 移 也 可 以 包括 角 位 移 ， 
即 广义 位 移 。 

如 图 6-29 所 示 为 同一 简 支 梁 的 两 种 状态 ， 在 图 6-29(a) 中 ，C 点 作用 集中 力 引起 的 4 截 
面 的 转角 gs = FP/6EI1， 令 =1， 则 


(a) (b) 
图 6-29 广义 位 移 互 等 示例 


在 图 6-29(b) 中 ，4 端 作用 集中 力 偶 引起 的 C 点 的 竖 向 位 移 f=M7?/16EI, 令 M=1, 则 


rR 
三 起 二 
人 -ci 16ET 


对 比 上 述 两 式 可 知 ，p, = 大 ， 即 64c=6cs ， 这 正 是 位 移 互 等 定理 ， 二 者 大 小 相等 ， 量 纲 


6.8.3” 反 力 互 等 定理 


反 力 互 等 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 一 个 特殊 情况 ， 它 用 来 说 明 在 超 静 定 结构 中 假设 两 
个 支 座 分 别 产生 单位 位 移 时 ， 两 个 状态 中 反 力 的 互 等 关系 。 图 6-30(a) 表 示 支 座 1 发 生 单 位 
位 移 4=1， 引 起 支 座 2 的 反 力 为 y,,， 图 630(b) 表 示 支 座 2 发 生 单位 位 移 4=1， 引 起 支 座 1 
的 反 力 为 加 ， 根 据 功 的 互 等 定理 得 
]20 7 汪 - 人 
由 于 4=4= ， 则 有 
Ya V2 
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Ee = 
we ZB 外 
I Dr | 


(ey (b) 
图 6-30 反 力 互 等 的 两 种 状态 


这 就 是 反 力 互 等 定理 : 支 座 1 发 生 单位 位 移 所 引起 的 支 座 2 的 反 力 ， 等 于 支 座 2 发 生 
单位 位 移 所 引起 的 支 座 1 的 反 力 ， 而 且 量 纲 也 相同 。 这 一 定理 适用 于 体系 中 任何 两 个 支 座 
上 的 反 力 。 但 应 注意 反 力 与 位 移 在 做 功 的 关系 上 应 相对 应 ， 即 力 对 应 于 线 位 移 ， 力 偶 对 应 
于 角 位 移 。 


6.8.4 ” 反 力 位 移 互 等 定理 


反 力 位 移 互 等 定理 也 可 以 由 功 的 互 等 定理 推导 出 来 ， 它 说 明 一 个 状态 的 反 力 与 另 一 状 
态 的 位 移 具有 互 等 关系 如 图 6-31(a) 所 示 , 在 单位 荷载 已 =1 作用 下 , 支 座 1 的 反 力 偶 为 ; 
图 6-31(b) 所 示 为 同一 体系 ， 当 支 座 1 发 生 单位 转角 负 =1 时 ， 瓦 作用 点 处 沿 其 方向 的 位 移 为 
5 ， 对 这 两 种 状态 应 用 互 等 定理 ， 得 到 


加 01+FP .6-0 
由 于 册 =1， 瓦 =1， 则 有 
Yu = 一 0 
Nz Bl 
Ci 
1 
(a) (b) 


图 6-31 反 力 位 移 互 等 的 两 种 状态 


这 就 是 反 力 位 移 互 等 定理 ， 单 位 力 所 引起 的 结构 某 支 座 反 力 ， 等 于 该 支 座 发 生 单位 位 
移 时 所 引起 的 单位 力作 用 点 沿 其 方向 的 位 移 ， 且 符号 相反 ， 量 纲 相 同 。 


复习 思考 题 


1. 虚 功 原理 的 适用 条 件 是 什么 ? 非 弹性 体 是 否 适 用 ? 刚体 是 否 适用 ? 

2. 结构 本 身 没 有 虚拟 单位 荷载 作用 ， 但 在 求 位 移 时 却 施加 了 虚拟 单位 荷载 ， 这 样 求 出 
的 位 移 会 等 于 原来 的 实际 位 移 吗 ? 它 是 否 包 含 虚拟 单位 荷载 引起 的 位 移 ? 

3. 静 定 结构 在 温度 变化 、 支 座位 移 等 因素 作用 下 , 是 否 会 产生 内 力 ? 是否 会 产生 变形 ? 

4. 图 乘法 的 适用 条 件 是 什么 ? 求 变 截面 梁 和 拱 的 位 移 时 是 否 可 用 图 乘法 ? 图 乘法 的 正 
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chapter 日 
结构 力学 
号 是 如 何 规定 的 ? 
5，M; 图 和 Mx 图 分 别 为 抛物 线 和 三 角形 ， 如 下 图 ， 下 列 算法 是 否 正确 ? 


Mp 图 Mk 图 
复习 思考 题 5 图 
6. 下 图 所 示 的 M; 图 和 Mx 图 ， 请 问 下 列 算法 是 否 正确 。 


[MpMxdx= -9P 小 = 


| 


i 
a | 


Mx 图 


人 
复习 思考 题 6 图 
7. 互 等 定理 为 什么 只 适用 于 线 弹 性 结构 ? 


8. 反 力 互 等 定理 能 否 用 于 静 定 结构 ， 此 时 结论 是 什么 ? 位 移 反 力 互 等 定理 能 否 用 于 静 
定 结构 ， 能 否 用 于 非 弹 性 的 静 定 结构 ? 


9. 下 图 所 示 的 两 个 平衡 状态 中 ， 其 中 一 个 为 温度 变化 ， 这 种 情况 下 功 的 互 等 定理 是 否 


复习 思考 题 9 图 


第 6 章 结构 的 位 移 计算 


习 题 
6-1 试用 单位 荷载 法 计算 图 示 梁 C 点 的 紧 向 位 移 和 4 截面 的 转角 。 设 梁 的 责 为 常数 。 
> M 
和 
1/2 | 1/2 | | 12 ,| 1/2 
(a) (b) 
习题 6-1 


6-2 ” 设 三 贸 拱 支 座 向 右 移动 单位 距离 ， 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 、 水 平 位 移 和 两 个 半 拱 
的 相对 转角 。 


| 
习题 6-2 图 


6-3 求 图 示 梁 C 点 的 竖 向 位 移 和 4 截面 的 转角 。 设 梁 的 到 为 常数 。 


加 (b) 
习题 6-3 图 
6-4 ”如 图 所 示 的 刚 架 ,承受 均 布 荷载 作用 ， 试 求 刚 架 B 点 的 水 平 位 移 。 设 刚 架 的 到 为 


6-5” 试 求 等 截面 圆 弧 曲 杆 4 点 的 竖 向 位 移 和 水 平 位 移 。 圆 弧 48 为 四 分 之 一 圆周 ， 半 
径 为 R，EI 为 常数 。 

6-6 ”如 图 所 示 析 架 结构 , 杆 件 截面 参数 均 为 : 4=2x103m?,， E=210GPa，, F =40kN， 
4d =2m 。 试 求 : (1)C 点 的 竖 向 位 移 ，(2) 和 4DC 的 改变 量 。 

6-7 用 图 乘法 求 如 下 悬臂 梁 4 端的 竖 向 位 移 和 转角 。 

6-8 ”用 图 乘法 求 如 下 简 支 梁 B 端 的 转角 。 
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4A 
上 一 
习题 6-4 图 习题 6-5 图 
gq 
F, 
上 ! | | .| 
(a) (b) 
习题 6-7 图 
9 
二 2E1 . 
上- 全 ~- 一 一 -| 
习题 6-8 图 
6-9 用 图 乘法 求 图 示 刚 架 4 点 和 万 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 梁 的 惯性 矩 为 27 ， 柱 的 惯性 
和 矩 为 了 。 


6-10 ”用 图 乘法 求 图 示 三 贸 刚 架 E 点 的 水 平 位 移 和 B 截面 的 转角 。 设 各 杆 豆 为 常数 。 


2m 2m é 
习题 6-9 图 习题 6-10 图 


6-11 用 图 乘法 求 图 示 刚 架 4 点 的 水 平 位移 。 各 杆 件 色 为 常数 。 
6-12 求 图 示 三 贸 刚 架 C 截 面 两 端的 相对 转角 以 及 CD 两 点 之 间距 离 的 改变 。 
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| 
习题 6-11 习题 6-12 图 
6-13 求 图 示 结 构 4、B 两 点 距离 的 改变 。 各 杆 件 等 截面 ，E7 为 常数 。 


6-14 ”图 示 框 形 刚 架 ， 在 顶部 横梁 中 点 被 切 开 ， 试 求 切口 处 两 侧 截面 4 与 的 坚 向 相 
对 位 移 4 、 水 平 相对 位 移 4 和 相对 转角 pss 。 各 杆 件 E7 为 常数 。 


1/2 


1/2 


| 1/2 1/2 
习题 6-13 图 习题 6-14 图 


6-15 ”如 图 所 示 一 水 平面 内 的 刚 架 ，L4BC = 90" ， 承 受 竖 向 均 布 荷载 9 ， 试 求 C 点 的 
竖 向 位 移 。 已 知 qg=20N/cm ，a=0.6m，b=0.4m ， 各 杆 均 为 直径 4=3cm 的 圆 钢 ， 
E=2.1x10;MPa, G=0.8x10;MPa.。 

6-16” 试 求 图 示 刚 架 C 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 梁 下 侧 和 柱 右 侧 温度 升 高 10C， 梁 上 侧 和 
柱 左 侧 温度 无 变化 。 各 杆 件 截面 为 矩形 ， 截 面 高 度 = 60cm ， 杆 件 长 度 a = 6m ， 温 度 线 膨 
胀 系数 w=0.000 01 。 


所 oC 六 
10C 
0OC| 10C 四 
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习题 6-15 习题 6-16 


6-17 ”图 示 刚 架 支 座 4 水 平 位 移 a=0.02m ， 竖 向 位 移 b=0.03m ， 并 有 顺 时 针 方向 转角 
9 二 0.2rad 。 支 座 C 竖 向 位 移 c=0.02m， 求 也 点 的 竖 向 位 移 及 杆 CD 的 转角 。 


4m 


习题 6-17 图 
6-18 ”图 示 桥 架 的 各 杆 件 在 制造 时 均 偏 短 了 0.6cm ， 求 下 点 的 水 平 位 移 。 


习题 6-18 图 
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学 习 目标 : 


”充分 理解 和 掌握 力 法 的 基本 原理 ， 能 够 熟练 用 力 法 计算 超 静 定 结构 ( 梁 、 刚 架 、 析 
架 、 排 架 、 组 合 结构 和 两 铵 拱 ) 在 荷载 作用 、 温 度 改 变 和 支 座 移动 影响 下 的 内 力 ; 

4 会 计算 超 静 定 结构 的 位 移 ; 

4 了 解 超 静 定 结构 内 力图 的 校 核 方法 和 力学 特征 。 

本 章 重点 : 

力 法 的 典型 方程 ; 用 力 法 计算 超 静 定 刚 架 ; 对 称 性 的 应 用 。 

本 章 难 点 : 

对 称 性 的 应 用 。 


7.1 超 静 定 结构 的 概念 和 超 静 定 次 数 的 确定 


在 以 上 各 章 中 ， 讨 论 了 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 计 算 问 题 。 从 本 章 起 ， 我 们 讨论 超 静 定 
结构 的 计算 问题 。 


7.1.1 超 静 定 结构 的 概念 


前 面 已 经 指出 ， 全 部 反 力 和 内 力 完全 可 以 由 静 力 平衡 条 件 确定 的 结构 是 静 定 结构 。 超 
静 定 结构 全 部 反 力 和 内 力 仅 赁 静 力 平衡 条 件 是 不 能 确定 或 不 能 完全 确定 的 ， 从 几何 组 成 角 
度 讲 ， 超 静 定 结构 虽然 也 是 几何 不 变 体系 ， 但 存在 多 余 约束 。 例 如 图 7-1(a) 所 示 的 连续 梁 ， 
我 们 可 以 将 支 座 4、 支 座 B 或 支 座 C 处 的 竖 向 链 杆 视 为 多 余 约 束 ， 显 然 ， 其 支 座 反 力 仅 凭 
静 力 平衡 条 件 无 法 确定 ， 因 而 也 就 不 能 求 出 其 内 力 。 又 如 图 7-2(a) 所 示 的 超 静 定 柏 架 ， 虽 然 
它们 的 支 座 反 力 和 部 分 内 力 可 以 由 静 力 平衡 条 件 确定 ， 但 不 能 确定 全 部 内 力 。 这 种 内 部 有 
多 余 约束 的 结构 也 是 超 静 定 结构 。 
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(a) 原 超 静 定 梁 (b) 相应 静 定 梁 
图 7-1 连续 梁 及 相应 静 定 结构 


由 于 静 定 结构 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 所 以 若 去 掉 其 任何 一 个 约束 ， 都 将 变 为 
几何 可 变 体系 。 而 对 超 静 定 结构 而 言 ， 当 去 掉 其 多 余 约 束 后 ， 还 能 保持 为 几何 不 变 体系 。 
例如 图 7-1(a) 所 示 的 连续 梁 ， 若 去 掉 B 支 座 处 的 竖 向 链 杆 ， 就 得 到 图 7-1(b) 所 示 的 静 定 梁 ， 
是 几何 不 变 体 系 。 为 了 便于 读者 与 原 超 静 定 结构 进行 比较 ， 在 解除 多 余 约束 所 得 到 的 静 定 
结构 中 ， 还 标明 了 相应 的 多 余 约 束 力 。 本 节 在 以 下 的 类 似 各 图 中 也 是 这 样 处 理 的 。 对 
图 7-2(a) 所 示 的 柚 架 , 若 去 掉 跨 中 靠 右 支 座 处 的 两 根 下 弦 杆 , 可 得 到 7-2(b) 所 示 的 静 定 柏 架 ， 
它 也 是 几何 不 变 体系 。 所以， 从 保持 结构 几何 不 变性 的 角度 而 言 ， 超 静 定 结构 是 具有 多 余 
约束 的 结构 。 由 以 上 两 例 可 以 看 到 ， 多 余 约 束 可 以 是 外 部 的 ， 也 可 以 是 内 部 的 。 多 余 约束 
中 产生 的 力 称 为 多 余 约束 力 ， 简 称 多 余力 。 在 图 7-1(b) 中 ， 如 果 认 为 支 座 B 是 多 余 约 束 ， 则 
反 力 B 就 是 多 余力 。 在 图 7-2(b) 中 ， 如 果 认 为 跨 中 靠 右 支 座 处 的 两 根 下 弦 杆 是 多 余 约束 ， 
则 内 力 MM、 有 就 是 多 余力 。 综 上 所 述 ， 超 静 定 结构 的 几何 组 成 特征 就 在 于 有 多 余 约 束 ， 而 
在 静 力 方面 的 反映 则 为 具有 多 余力 。 


Ni AN 


(a) 原 超 静 定 相 架 (b) 相应 静 定 柱 架 
图 7-2 ” 超 静 定 析 架 及 相应 静 定 结构 


工程 中 常见 的 超 静 定 结构 的 类 型 有 超 静 定 梁 [ 图 7-1(aj]、 超 静 定 柏 架 图 [7-2(a)]、 超 静 定 
拱 、 超 静 定 刚 架 及 超 静 定 组 合 结构 [图 7-3(a)~(o)] 等 。 


> 


(a) 超 静 定 拱 (b) 超 静 定 刚 架 (c) 超 静 定 组 合 结构 
7-3” 超 静 定 结构 举例 


7.1.2 ”起 静 定 次 数 的 确定 


当 采 用 力 法 解 超 静 定 结构 时 常 将 结构 的 多 余 约 束 或 多 余 未 知 力 的 数目 称 为 结构 的 超 静 


\ 
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定 次 数 。 判 断 超 静 定 次 数 可 以 用 去 掉 多 余 约束 ， 使 原 结构 变 为 静 定 结构 的 方法 ， 简 单 概括 
为 : 解除 原 超 静 定 结构 的 多 余 约束 ， 使 其 变 为 静 定 结构 ， 则 去 掉 多 余 约束 的 数目 即 为 原 结 
构 的 超 静 定 次 数 。 

解除 超 静 定 结构 多 余 约 束 的 方式 通常 有 以 下 几 种 。 

(1) 切断 一 根 链 杆 或 去 掉 一 根 链 杆 支承 ， 相 当 于 去 掉 一 个 约束 (图 7-4)。 


S| J LT 


(a) 超 静 定 组 合 结构 (b) 切断 “ 根 链 村 


(@ 超 静 定 刚 架 (d) 去 挤 一 根 链 村 支承 
图 7-4 切断 或 去 掉 链 杆 
(2) 去 掉 一 个 简单 贸 或 去 掉 一 个 匀 支 座 ， 相 当 于 去 掉 两 个 约束 (图 7-5)。 


| |] 定 刚 架 别 去 掉 简 单 匀 
“(QO) 超 静 定 刚 架 (d 去 掉 镑 支 座 


7-5 ”去 掉 简 单 匀 或 匀 支 座 


(3) 将 刚性 联结 切断 或 去 掉 一 个 固定 端 支 座 ， 相 当 于 去 掉 三 个 约束 (图 7-6)。 

(4) 将 刚性 联结 改 为 铵 联结 或 将 固定 端 支 座 改 为 铵 支 座 ， 相 当 于 去 掉 一 个 约束 (图 7-7)。 

应 用 以 上 方式 可 以 方便 地 确定 任何 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 。 例 如 图 7-8(a) 所 示 的 结 
构 ， 在 切断 一 个 刚性 联结 ， 并 去 掉 一 根 支撑 链 杆 后 ， 可 得 到 图 7-8(b) 所 示 的 静 定 结构 ， 所 以 
原 结构 为 四 次 超 静 定 结构 或 者 说 原 结构 的 超 静 定 次 数 为 四 。 

对 于 一 个 超 静 定 结构 ， 可 以 采用 不 同 的 方式 去 掉 多 余 约 束 ， 而 得 到 不 同 的 静 定 结构 ， 
但 无 论 采取 哪 种 方式 ， 结 构 的 超 静 定 次 数 是 唯一 的 。 例 如 对 于 图 7-8(a) 所 示 的 超 静 定 结构 ， 
还 可 以 按 图 7-8(c) 或 图 7-8(d) 的 方式 去 掉 多 余 约 束 。 
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(a) 超 静 定 刚 架 (b) 将 刚性 联结 切断 
一 人 超 静 定 刚 时 人 去 掉 一 个 固定 端 支 座 


图 7-6 切断 刚性 联结 去 掉 固定 端 支 座 


(a) 超 静 定 拱 (b) 刚性 联结 改 为 匀 联 结 


(©) 超 静 定 刚 架 (d) 固定 端 支 应 改 为 匀 支 座 


图 7-7 刚性 联结 改 为 匀 联 结 或 固定 端 支 座 改 为 铵 支 座 


(a) 四 次 超 静 定 结构 (b) 静 定 结构 1 (c) 静 定 结构 于 (d) 静 定 结构 三 


7-8” 超 静 定 刚 架 及 相应 的 静 定 结构 


7.2 力 法 的 基本 概念 和 力 法 方程 


计算 超 静 定 结构 时 ， 根 据 计算 途径 的 不 同 ， 可 以 有 两 种 不 同 的 基本 方法 。 以 超 静 定 
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结构 中 的 多 余 未 知 力作 为 基本 未 知 数 求 解 的 方法 ， 称 为 力 法 ;， 以 超 静 定 结构 中 的 某 些 位 
移 作 为 基本 未 知 数 求解 的 方法 称 为 位 移 法 。 除 力 法 和 位 移 法 两 种 基本 方法 之 外 ， 还 有 力 
和 矩 分 配 法 、 混 合法 、 结 构 和 矩阵 分 析 方法 等 ， 但 它们 都 是 从 力 法 和 位 移 法 这 两 种 基本 方法 
演变 而 来 的 。 


7:2.14 力 法 原理 


1. 基本 概念 

图 7-9(a) 所 示 的 梁 为 一 次 超 静 定 结构 ， 称 其 为 原 结构 。 当 梁 上 作用 有 荷载 时 同 原 结构 一 
起 称 为 原 体系 [ 见 图 7-9(b)]。 如 果 把 原 结构 的 B 支 座 作为 多 余 约 束 去 掉 ， 则 得 到 如 图 7-9(c) 
所 示 的 相对 于 原 结构 而 言 的 基本 结构 。 当 基本 结构 上 作用 有 原 荷载 和 代替 原 体 系 中 多 余 约 
束 的 多 余 未 知 力 习 时 ， 可 得 到 与 原 体系 等 价 的 基本 体系 [ 见 图 7-9(d)]。 

原 结构 、 原 体系 、 基 本 结构 和 基本 体系 这 四 者 之 间 彼 此 联系 ， 又 互 不 相同 ， 它 们 是 建 


立 力 法 方程 过 程 中 涉及 的 基本 概念 。 


| (b) 原 体系 


(a) 原 结构 
4 
N S El 
4 El a 
(c) 基本 结构 (d) 基本 体系 


图 7-9 力 法 涉及 的 结构 与 体系 (1) 


2， 解 题 思 

求解 原 体系 中 的 内 力 ， 可 从 分 析 基本 体系 入 手 。 只 要 设法 求 出 基本 体系 中 的 多 余 未 知 
力 ， 则 可 以 将 原 超 静 定 结构 的 计算 问题 转化 为 静 定 结构 在 已 知 茶 载 和 已 知 多 余 未 知 力作 
用 下 的 计算 问题 。 基 本 体系 是 计算 超 静 定 结构 的 桥梁 。 

3. 建立 力 法 方程 的 位 移 条 件 

略 去 轴 向 变形 ， 分 析 基 本 体系 。 以 包含 % 在 内 的 任意 隔离 体 为 研究 对 象 ， 由 于 隔离 体 
上 平衡 方程 的 总 数 少 于 未 知 力 总 数 ， 所 以 仅 赁 借 静 力 平衡 条 件 无 法 求 出 5 ， 即 无 法 求 出 原 
体系 的 确定 解答 ， 因 此 必须 考虑 变形 条 件 ， 以 建立 补充 方程 。 

基本 结构 上 作用 两 种 外 部 因素 已 知 荷载 和 多 余 未 知 力 。 现 将 多 余 未 知 力 交 视 为 作用 
在 基本 结构 上 的 荷载 对 基本 体系 进行 分 析 。 在 已 知 茶 载 保持 不 变 的 情况 下 ， 如 果 过 大 
则 梁 的 B 端 上 痢 ， 过 小 ， 则 B 端 下 垂 。 只 有 当 忆 与 原 体系 中 8 支 座 的 约束 反 力 相等 时 ，B 
端的 位 移 才 能 与 原 体系 中 的 点 的 竖 向 位 移 相等 。 换言之， 为 了 使 基本 体系 与 原 体系 等 价 ， 
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必须 保证 在 与 原 荷载 的 共同 作用 下 ， 基 本 体系 中 B 点 的 竖 向 位 移 与 原 体 系 中 B 点 的 竖 向 
位 移 相 同 。 原 体系 中 B 支 座 无 竖 向 位 移 ， 故 基本 体系 中 B 点 的 竖 向 位 移 (用 4 表示) 应 该 等 
于 零 ， 即 
411-0 (7-D 
这 就 是 用 来 确定 x 的 位 移 条 件 。 
4 是 基本 结构 在 荷载 与 多 余 未 知 力 共同 作用 下 沿 % 方 向 的 总 位 移 ， 即 图 7-10(a) 中 B 
点 的 竖 向 位 移 。 设 以 4 和 Ap 分 别 表示 多 余力 和 荷载 g 单独 作 用 在 基本 结构 上 时 B 点 沿 为 
方向 上 的 位 移 [图 7-10(b)、(c)]， 其 符号 都 以 沿 假定 的 x 方向 为 正 ， 下 标的 意义 与 第 6 章 所 
规定 的 相同 ， 即 第 一 个 下 标 表 示 位 移 的 地 点 和 方向 ， 第 二 个 下 标 表 示 产 生 位 移 的 原因 。 根 
据 线 变形 条 件 下 的 琶 加 原理 ， 式 (7-1) 可 写 为 
A1=Aut 41p-0 (7-2) 
为 了 求 出 多 余 未 知 力 x， 可 先 求 出 单位 力 x=1 作用 下 B 点 沿 x 方 向 的 位 移 56,， 进 而 
4 =6 -及 ， 于 是 式 (7-2) 可 写 为 


Sma+Ap=0 (7-3) 
gq 
区 q 
FH, -gmam | a 
xX 
(a) 基本 体系 (b) 荷载 引起 的 位 移 (9) 多 余力 引起 的 位 移 


图 7-10 力 法 涉及 的 结构 与 体系 (2) 
由 于 6, 和 Zis 都 是 静 定 结构 在 已 知 作用 下 的 位 移 , 可 以 用 第 6 章 所 介绍 的 方法 求 得 , 因 
此 多 余力 便 可 以 由 上 式 解 出 。 式 (7-3) 称 为 力 法 方程 ， 其 实质 是 以 多 余 未 知 力 表示 的 位 移 
条 件 。 
为 计算 5, 和 41p， 可 分 别 绘 出 基本 结构 在 石 =1 和 外 荷载 作用 下 的 弯 怎 图 到 ,图 和 jx。 
图 [图 7-11(a)、(b)], 然后 用 图 乘法 计算 这 些 位 移 。 计算 6 可 用 肥 ! 图 乘 了 7 图 , 或 称 77 图 
自 乘 : 


Mi, 1 1x1 21 
区 :二 1 二 
| 页“ 而 了 3 48 


9 
让 LU ， 


和 一 
上 一 一 一 一 
z=1 
4 
Mp 图 bl 思 图 
(a) 荷载 作用 及 弯 托 图 (b) 单位 力作 用 及 这 年 图 


7-11 荷载 及 单位 力作 用 情况 


计算 411 可 用 Mi 图 与 Mp 图 相 乘 : 


4 
Py 1 全 1] al 


FE (3 4 8EI 
将 5, 和 41p 代 入 式 (7-3)， 可 求 得 
Mp BL 3 


6 BE BP 89 

求 得 多 余 未 知 力 尺 为 正 号 ， 说 明 % 的 实际 方向 与 假设 方向 相同 ， 即 向 上 。 求 得 多 余 未 
知 力 后 ， 即 可 以 利用 基本 体系 的 平衡 条 件 ， 求 得 原 结构 的 内 力 和 支 座 反 力 。 原 结构 的 支 座 
反 力 、 弯 矩 图 、 前 力图 如 图 7-12 所 示 。 也 可 以 利用 已 绘 出 的 Mi 图 与 Mp 图 按 倒 加 法 绘 出 M 
图 ， 即 将 M1 图 的 竖 标 乘 以 ， 再 与 Mp 图 的 竖 标 相 加 : 

M=Mx +M; 0 

以 上 计算 过 程 都 是 在 基本 结构 和 基本 体系 上 进行 的 ， 实 质 上 是 把 未 知 的 超 静 定 结构 的 
计算 问题 转化 为 已 熟悉 的 静 定 结构 的 计算 问题 。 这 种 由 已 知 领域 逐步 过 渡 到 未 知 领域 的 方 
法 ， 在 以 后 各 章 的 学 习 中 还 将 不 断 运用 。 


1 


(a) 反 力 (b) 弯 矩 (©) 区 力图 
图 7-12 结构 的 反 力 与 内 力图 


7.2.2 力 法 的 典型 方程 


以 上 以 一 个 简单 的 例子 介绍 了 力 法 的 基本 概念 。 可 以 看 出 ， 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 
关键 ， 在 于 根据 去 掉 多 余 约束 处 的 位 移 条 件 ， 建 立 求解 多 余 未 知 力 的 补充 方程 。 对 于 多 次 
超 静 定 结构 ， 其 计算 原理 也 基本 相同 。 

如 图 7-13(a) 所 示 为 三 次 超 静 定 刚 架 。 用 力 法 计算 时 ， 需 去 掉 三 个 多 于 约束 。 设 去 掉 B 
支 座 处 的 水 平 约束 、 竖 直 约 束 和 扭转 约束 ， 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 丸 、 吉 和 忆 代 蔡 ， 则 得 
到 如 图 7-13(b) 所 示 的 基本 体系 。 由 于 原 体系 在 固定 支 座 B 处 不 可 能 有 任何 位 移 ， 基 本 结构 
在 荷 裁 和 多 余力 共同 作用 下 ,下 点 沿 x 、z 和 忆 方 向 相应 的 位 移 省 、 心 入 也 都 应 该 等 于 
零 ， 建 立 力 法 方程 的 位 移 条 件 为 

4=0 
4,=0 
4=0 


要 4 
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| chapter 
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chapter | 


» 
(a) 原 体系 (b) 基本 体系 和 


P gq 
Th 
1 
1 己 
63 
| h 
四 Ar|| 
WE YL 
了 5 | 
el Ar|| 
(d) 三 =1 引 起 的 位 移 (e) 到 =1 引 起 的 位 移 


(9 外 荷载 引起 的 位 移 
图 7-13 ”建立 力 法 方程 的 位 移 条 件 示意 图 


设 各 单位 多 余 未 知 力 =1， 训 =1， 训 =1 和 荷载 分 别 作用 于 基本 结构 上 时 ， 刀 点 沿 国 
方向 的 位 移 分 别 是 61、612、613 和 4ip， 沿 己方 向 的 位 移 分 别 为 &i、&2、23 和 4p， 沿 入 方 
向 的 位 移 分别 为 61、52、653 和 43p， 参 见 图 7-13(co) 一 (0， 根 据 登 加 原理 ， 上 述 位移 条 件 
可 写 为 

4=0m0+oopn+oo+dp=0 
d=6Nm+6,x +6N+A,p=0 (7-5) 
4=6n+6,% + +Ap =0 

解 方程 组 (7-5)， 便 可 求 出 w、x 和 x 。 

对 于 n 次 超 静 定 结构 ， 则 有 n 个 多 余 未 知 力 ， 而 每 一 个 多 余 未 知 力 都 对 应 着 一 个 多 余 
约束 ， 相 应 地 也 就 有 一 个 位 移 条 件 ， 故 可 建立 n 个 方程 ， 从 而 解 出 ”个 多 余 未 知 力 。 当 原 
体系 上 各 个 多 余 未 知 力作 用 处 的 位 移 均 为 零 时 ， 可 写 出 n 元 一 次 方程 组 : 


ed es =0 


Ls nn 
SM+tOsD tt tt, + hp =0 (7-6) 
mtb t+tom + +6% +Ap =0 


SNA+6D + + t+ +A =0 
当 原 体系 中 沿 某 多 余 未 知 力 方向 的 位 移 不 为 零 时 ， 则 基本 体系 中 沿 该 多 余 未 知 力 方 向 


的 位 移 应 与 原 体系 中 相应 的 位 移 相 等 。 式 (7-6) 就 是 力 法 方程 的 一 般 形式 ， 常 称 为 力 法 的 典 
型 方程 。 


力 法 方程 中 , 主 对 角 线 上 的 系数 5, 称 为 主 系数 , 它 是 单位 力 xj =1 单独 作用 时 引起 的 沿 
其 自身 方向 的 位 移 ， 其 值 恒 为 正 ， 且 不 会 等 于 零 。 位 于 主 对 角 线 两 侧 的 系数 6, 称 为 副 系数 ， 
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它 是 单位 力 x;=1 单独 作用 时 引起 的 xx 方 向 的 位 移 。 6; 和 56, 统称 为 柔 度 系 数 。 各 式 左 侧 最 
后 一 项 4 称 为 自由 项 ， 它 是 外 荷载 单独 作用 时 引起 的 蕊 方向 的 位 移 。 副 系数 和 自由 项 的 值 
可 正 、 可 负 ， 或 者 为 零 ， 根 据 位 移 互 等 定理 ， 有 
=6 
它 表明 力 法 方程 中 位 于 主 对 角 线 两 侧 对 称 位 置 的 两 个 副 系数 是 相等 的 。 
典型 方程 中 的 柔 度 系 数 和 自由 项 ， 都 是 基本 结构 在 已 知 力作 用 下 的 位 移 ， 可 用 第 6 章 
所 介绍 的 力 法 求 得 ， 解 方程 求 得 多 余力 xz (六 1，2，…,m) 后 ， 可 按 又 加 公式 求 出 弯 矩 : 
M= Mix s+Mox, ++ Mx, +TM (7-7) 
进一步 根据 平衡 条 件 求 得 剪 力 和 轴 力 。 


7.3 用 力 法 计算 超 静 定 梁 和 刚 架 


7.3.1 超 静 定 梁 的 计算 


1. 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 

根据 上 节 分 析 ， 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 归纳 如 下 : 

(1) 去 掉 原 体系 的 多 余 约束 ， 选 取 力 法 基本 体系 。 

(2) 根据 基本 体系 去 掉 多 余 约束 处 的 位 移 条 件 ， 建 立 力 法 方程 。 

(3) 求 力 法 方程 的 柔 度 系数 和 自由 项 (计算 超 静 定 梁 和 刚 架 时 ， 应 绘 出 基本 结构 在 单位 
力作 用 下 的 弯 矩 图 和 荷载 作用 下 弯 矩 图 ， 或 写 出 弯 矩 表达 式 )。 

(4) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 

(5) 求 出 多 余力 后 ， 由 基本 体系 按 静 定 结构 的 分 析 方 法 绘 出 原 体系 的 内 力图 。 


2. 超 静 定 梁 的 计算 


在 第 3 章 介绍 了 单 跨 及 多 跨 静 定 梁 的 计算 ， 现 在 讨论 超 静 定 粱 的 计算 问题 。 对 于 刚性 
支承 上 的 连续 梁 ， 用 第 9 章 所 述 的 力矩 分 配 法 最 为 简便 。 单 跨 超 静 定 梁 的 计算 是 位 移 法 的 
基础 ， 也 是 本 章 讨论 的 重点 之 一 。 

例 7-1 试 作 如 图 7-14(a) 所 示 的 梁 的 弯 矩 图 ， 设 刀 端 弹簧 支 座 的 弹簧 刚度 系数 为 妨 梁 
抗 弯 刚度 了 为 常数 。 

解 : 此 梁 是 一 次 超 静 定 结构 。 用 力 法 计算 时 ， 可 取 不 同 的 基本 体系 。 由 于 基本 体系 不 
同 ， 力 法 方程 亦 应 做 相应 变化 。 对 应 于 图 7-14(b) 一 (d) 所 示 的 三 种 基本 体系 ， 力 法 方程 分 
别 为 


Sm+Apt+Ac=0 (7-8) 
dm +Aip = 到 人) 
m+Ap=0 (7-10) 
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”结构 力学 


在 式 (7-8) 中 ， 4ic 表示 由 于 弹 得 支 座 移动 而 引起 的 沿 世 方向 的 位 移 ， 计 算 5, 和 4 
时 ， 仅 考虑 梁 弯 曲 变形 对 4 截面 转角 的 影响 。 在 式 (7-10) 中 ， 计 算 8 时， 应 同时 考虑 弯曲 
变形 和 弹簧 变形 对 弹簧 断口 处 相对 位 移 的 影响 。 比 较 以 上 三 种 解法 ， 显 然 取 基本 体系 二 计 
算 起 来 较为 方便 。 

作 基 本 结构 的 单位 弯 矩 图 (M1 图 ) 和 荷载 弯 矩 图 (Mz 图 )， 如 图 7-14(e)、(9 所 示 ， 利 用 
图 乘法 求 得 
下 Pa’ (31—a) 

， Ap = 一 
3ET 6ET 
将 以 上 各 值 代入 相应 的 力 法 方程 ， 解 得 


61= 


分 析 上 式 ， 多 余力 的 值 与 抗 弯 刚度 妈 对 弹簧 刚度 的 比值 好 有关。 当 大 -ce 时 ， 


,3 
i (x+ 六 | _ Pa’(2a 1+) 
: B 2 
此 时 , B 端 相当 于 刚性 支撑 的 情形 (第 8 章 表 8-2, 编号 8)。 当 有 0 时 , B 端 多 余力 x/ =0， 
此 时 ，B 端 相 当 于 自由 端 ， 即 完全 柔性 支承 情形 。 一 般 情况 下 ，B 端 多 余力 在 x! 和 x?=0 之 


间 变 化 。 
下 世 A Pp 六 Pp 
G C ; Cc 8 
4 p 4 a 
7 x 


El 
a b 
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(a) 原 体系 (b) 基本 体系 一 (0) 基本 体系 二 
Pp Ph Pp 
A C 8 | py B 4 jk 
A 1 而 各 
(d) 基本 体系 三 (而 图 21 (D) AM 图 


图 7-14 例 7-1 图 
求 得 后 ， 根据 M =xM +M， 作出 弯 矩 图 ， 如 图 7-15 所 示 ， 图 中 : 


Ma 


7-15 例 7-1 最 后 弯 和 矩 图 


第 7 章 
3 Pa'p|1+ 闻 
MP 2 2a 
4 7 
x 3E7 3E7 
lt 区 


例 7-2 试 分 析 如 图 7-16(a) 所 示 的 超 静 定 梁 。 设 到 为 常数 。 
解 : 此 梁 为 三 次 超 静 定 结构 。 取 基本 体系 如 图 7-16(b) 所 示 ， 根 据 支 座 B 处 位 移 为 零 的 
条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 
GAM+t+6% +6m+Ap =0 
Smt+6rXx t+6osN+A,p =0 


+4p=0 


由 于 力 法 方程 中 的 柔 度 系 数 和 自由 项 都 是 基本 结构 的 位 移 ， 即 静 定 结构 的 位 移 ， 因 此 
用 力 法 计算 超 静 定 梁 和 刚 架 时 ， 通 常 忽略 剪 力 和 轴 力 对 位 移 的 影响 ， 而 只 考虑 弯 矩 的 影响 。 
作 基 本 结构 的 单位 弯 失 图 和 荷载 弯 窍 图 ， 如 图 7-16(c) 一 (所 示 。 


了 9 xX 
和 
加 XI=1 


(a) 原 体系 
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(b) 基本 体系 (9) 基本 结构 受 x*1=1 作 用 
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(d) 基本 结构 受 丈 =1 作 用 (e) 基本 结构 受到 =1 作 用 (基本 结构 受 荷 载 作 用 
和 
if 一 一 -十 -一 一 一 12 
4 ju 一 一 
EL 
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(8) M 图 (hb 8 图 
图 7-16 例 7-2 
利用 图 乘法 求 得 
3 
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EI\2 3 3ET 
= ,二 (> 1]=- 
EI\2 2ET 
6,, ee 
"J El 
63=61=0=0,=0 
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ed er A EM 
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A4sp = 
计算 6, 时 ， 因 为 弯 矩 图 M; =0， 这 时 要 考虑 轴 力 对 位 移 的 影响 ， 即 
7 7 


M Ns 
6 =| s+ 0+E 


一 -2 


将 以 上 柔 度 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 得 
. . ql: 


和 nb 一 二 x=0 
3E1 2EI 8ET 


一 一 厂 十 一 为 二 一 一 =0 
EI 6EI 


解 方程 ， 求 得 
A=~gl, %=—ql’, %=0 
为 等于零 表 明 两 端 固 定 梁 在 垂直 于 粱 轴线 的 荷载 作用 下 支 座 不 产生 水 平反 力 。 因 此 ， 
本 题 可 简化 为 只 求 两 个 多 余 未 知 力 的 问题 ， 力 法 方程 可 直接 写 为 
6GX+OzD+4p=0 
让 +C +T4p=0 


最 后 弯 算 图 和 剪 力 图 如 图 7-16(g)、(h) 所 示 。 


7.3.2 ” 超 静 定 刚 架 的 计算 


例 7-3 试 分 析 如 图 7-17(a) 所 示 的 超 静 定 刚 架 ， 绘 制 其 内 力图 。 
解 : 此 结构 为 二 次 超 静 定 结构 。 取 基本 体系 如 图 7-17(b) 所 示 。 根 据 支 座 C 处 水 平 及 竖 
直方 向 位 移 均 为 零 的 条 件 ， 建 立 力 法 方程 组 : 
2om+oop+dp=0 
二 +6,x,+A,p=0 
分 别 作出 基本 结构 的 单位 弯 矩 图 和 荷载 弯 算 图, 如 图 7-17(c)~(e) 所 示 。 利用 图 乘法 求 得 
和 柔 度 系数 和 自由 项 为 


和 = (3x4x4] 3x4]= a 

EI\2 FE 3ET 
六 二 (B33} :3] 十 [GD 
” 2KII\2 FE EI 2ET 


6,=6, -去 [34x4jx3- 蔡 


| chapter 


es =- 二 二 4a@ 5 
EI\3 ET 


将 以 上 柔 度 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 组 ， 得 


es. —X, 


BH 3 页” EI 


解 力 法 方程 组 ， 得 
X=36.37kN(¢), %,=-5.93kN(Y) 


括号 内 的 箭头 表示 多 余 未 知 力 的 真实 方向 。 根 据 所 求 结 果 ， 绘 出 原 体系 的 内 力图 ， 如 
7-17(D~(h) 所 示 。 
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图 7-17 例 7-3 图 
例 7-4 试 分 析 如 图 7-18(a) 所 示 的 超 静 定 刚 架 ， 绘 制 其 内 力图 。 
解 : 此 结构 为 三 次 超 静 定 结构 ， 取 基本 体系 如 图 7-18(b) 所 示 ， 根 据 支 座 B 处 不 能 产生 
位 移 的 条 件 ， 建 立 力 法 方程 组 : 
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On+OoDp+ooos+4p=0 
人 0 
Sm +t,% + +Ap =0 


分 别 作出 基本 结构 的 单位 弯 算 图 和 荷载 弯 窍 图 , 如 图 7-18(c)~( 人 所 示 ， 用 图 乘法 求 得 柔 


度 系数 和 自由 项 为 
ex 十 Gx6x9- 呈 
2E1\2 3 3ET ET 
= x66)e (3x6x6x3x6]= 守 
2ET 3E7\2 3 EI 


1 8 
6, lx6x1)+—(lx6xl1)=— 
) A Ws 


-21 
” 2 本 
5- 去 [3x6x6x6]- 去 [3x6x6x6]-- 总 
ps 3EIT\2 EI 
6 -6 -- 吉 (2x6x6x1]- 南 (6x6x)-- 癌 
2FEI1\2 3EI 


6 =6,, -去 (6x)+ 南 (3x6x6mj- 关 
28 3EI\2 El 


去 (126x6x3x6]- 蜡 
2E1\3 4 EI 
4 去 (3*126x6x6]=- 豆 
2EI\3 E 
7 EE 
2ET\3 EI 


将 以 上 各 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 组 ， 简 化 后 得 
24x -15m —5x +31.5=0 


—l15% +22x, +42 —126=0 
54 -21=0 
解 力 法 方程 组 得 
m=9.0kN, x,=6.3kN, x,=30.6kN:m 
刚 架 的 最 后 内 力图 如 图 7-18(g) 一 GO) 所 示 。 


6m 
TkN/m 
=7kKN/m 


4 


5 


—— X=l 


* hp x 
(a) 原 体系 (b) 基 本 体系 2 (c) 基本 结构 受训 =1 作 用 


图 7-18 例 7-4 
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6m 1 1 
1 1 
6m 
人 元 -| 外 总 =1 126kN-m 
(d) 基本 结构 受 二 =1 作 用 (e) 基本 结构 受 玖 =1 作 用 。 ” (fj 基本 结构 受 荷载 作用 
9 
34 加 TISITTI 
[/ 9 
315/ 63 63 | 
9 
7 7 T1 
7 33 
(g) M 图 (KM * m) (hb 0 图 ( kN) (h) N 图 ( kN) 


图 7-18 例 7-4 图 ( 续 ) 
7.4 用 力 法 计算 超 静 定 柏 架 和 组 合 结构 


7.4.1 超 静 定 栓 架 的 计算 


用 力 法 计算 超 静 定 柏 架 的 原理 和 步骤 与 计算 超 静 定 梁 和 超 静 定 刚 架 基本 相同 。 由 于 枯 
架 一 般 只 承受 节点 荷载 ， 所 以 桥架 中 的 各 杆 只 产生 轴 力 。 力 法 方程 中 的 柔 度 系数 和 自由 项 
按 下 式 计算 : 


5 = 了 一 (7-11) 


当 求 出 多 余 未 知 力 x (天 1，2，…， 门 后 ， 枯 架 各 杆 的 轴 力 按 下 式 计 算 : 
N=Noan+Nimn+…+Nox + N, Cl2) 

例 7-5 试 分 析 如 图 7-19(a) 所 示 的 超 静 定 桐 架 ， 绘 制 其 轴 力图 。 

解 : 此 结构 为 一 次 超 静 定 桐 架 ， 取 基本 体系 如 图 7-19(b) 所 示 。 根 据 支 座 B 处 竖 直 方向 
位 移 等 于 零 的 条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 

dant+Ap=0 

分 别 求 出 单位 荷载 作用 在 基本 结构 上 的 各 杆 轴 力 和 外 荷载 作用 在 基本 结构 上 的 轴 力 ， 

如 图 7-19(c)、(d) 所 示 ， 依 式 (7-1D) 计 算 : 
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二 
Nm 1 2 2 2 和 
如 = Za =z7L(0707) x1.414d x2+(-0.7.7) x1.414d x2+(-0.5) x2d x2+1 x24| 
=5.827d 


NNP 1 
Aip=2 了 = 页 [0707x(C1414P)x14144x2+1x(CP)x24+(-05xPx24x9]] 


=-6.827Pd 

将 6,、41s 的 计算 结果 代入 力 法 方程 ， 可 求 得 为 : 
__41» _6.827Pd 
' 6 5.827q 

按 式 (7-12) 计 算 各 杆 轴 力 ， 并 将 计算 结果 标 在 桐 架 计 算 简 图 上 ， 如 图 7-19(e) 所 示 。 


=1.172P 


(d) 基本 结构 受 外 荷载 作用 (e) 各 杆 轴 力 
图 7-19 例 7-5 图 


7.4.2 超 静 定 组 合 结构 的 计算 


组 合 结构 是 由 梁 式 杆 和 链 杆 组 成 的 结构 。 梁 式 杆 既 承 受 弯 矩 ， 也 承受 剪 力 和 轴 力 ; 链 
杆 只 承受 轴 力 。 在 计算 位 移 时 ， 对 梁 式 杆 通常 可 以 略 去 前 力 和 轴 力 的 影响 ， 对 链 杆 只 考虑 
轴 力 的 影响 。 

例 7-6 试 分 析 图 7-20(a) 所 示 的 组 合 结构 。 

解 : 此 结构 为 一 次 超 静 定 ， 切 断 CD 杆 ， 取 基本 体系 如 图 7-20(b) 所 示 。 根 据 切 口 两 侧 
沿 杆 轴 方 向 相对 位 移 等 于 零 的 条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 

m+Aip=0 

分 别 绘 出 单位 荷载 和 外 荷载 作用 在 基本 结构 上 的 弯 矩 图 ， 并 求 出 各 链 杆 中 的 轴 力 ， 如 

图 7-20(c)、(qd) 所 示 。 计 算 柔 度 系 数 和 自由 项 : 


Mi ml 
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法 


> 二 ]s 
2 1 1 下 *| Dh 2h 
三 一 一 | 一 X 一 X 一 X 一 X 一 | 十 一 一 十 


PS Me 雹 示 EA4, 
h 33 
三 一 一 一 二 一 一 + 一 一 一 
48E7 EA4, 2mE,A4, 
MM, NiN,l 
4 
和 
2 4 
-22 
EIl3 8 2 8 14 384E1 


(c) 基本 结构 受 硬 =1 作 用 (d) 基本 结构 受 外 荷载 作用 
7-20 例 7-6 
5gl’ 
ss 384E7 
i 
11 5 


651 Ed EA 
原 结构 4B 梁 的 最 后 弯 矩 图 和 各 链 杆 的 轴 力 分 别 按 下 式 计算 : 
M=xM +M, 
N=xN +N, 
分 析 以 上 结果 : 因为 xM1+M 与 M 的 符号 相反 ， 故 县 加 后 M 的 数值 将 比 Mp 要 小 。 
这 表明 横梁 由 于 下 部 链 杆 的 支承 ， 弯 矩 大 为 减 小 。 如 果 链 杆 的 截面 很 大 ， 如 已 汉 和 瓦 妈 都 
趋 于 无 穷 大 时 ， 则 xw 趋 于 5q1/8， 即 横梁 的 M 图 接近 于 两 跨 连 续 梁 的 M 图 。 如 果 链 杆 的 截 
面 很 小 ， 如 巨 4 和 ,4 都 趋 于 零 时 ， 则 x 趋 于 零 ， 即 横梁 的 M 图 接近 于 简 支 梁 的 M 图。 
单 层 厂房 往往 采用 排 架 结构 。 排 架 也 属于 组 合 结构 ， 它 由 屋 架 (或 屋面 大 梁 )、 柱 和 基础 
组 成 。 柱 与 基础 为 刚性 联结 ， 屋 架 与 柱 顶 为 铵 联结 。 工 程 中 常 采 用 如 下 的 近似 计算 方法 : 
(1) 在 屋面 荷载 作用 下 ， 屋 架 按 析 架 计算 。 有 关 梅 架 计 算 简 图 的 选取 及 计算 在 前 面 的 章 
节 已 做 介绍 。 
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(2) 当 柱 承受 水 平 荷载 时 , 屋 架 对 柱 顶 只 起 联系 作用 , 由 于 屋 架 在 其 平面 内 的 刚度 很 大 ， 
所 以 在 计算 排 架 柱 的 内 力 时 ， 可 以 不 考虑 术 架 变形 的 影响 ， 而 用 一 根 £4 一 oo 的 链 杆 代替 。 
例如 某 不 等 高 排 架 的 计算 简 图 如 图 7-21(a) 所 示 ， 用 力 法 分 析 时 ， 一 般 以 链 杆 为 多 余 约束 ， 
选用 如 图 7-21(b) 所 示 的 基本 体系 。 


B 4 一 =~ co B 


(a) 计算 简 图 (b) 基本 体系 


7-21 排 架 计算 简 图 及 基本 体系 


7.5 两 铵 拱 及 系 杆 拱 


7.5.1 两 铵 拱 的 计算 


超 静 定 拱 在 工程 中 得 到 广泛 应 用 。 例 如 ， 历 史上 著名 的 赵 州 石 拱桥 [图 7-22(a)]。 在 建 
筑 工 程 中 ， 除 采用 落地 式 拱 项 结构 外 ， 还 采用 带 拉杆 的 拱 式 结构 。 近 年 来 ， 双 曲 拱桥 也 被 
广泛 采用 ， 如 图 7-22(b) 所 示 的 两 贸 拱 是 一 次 超 静 定 结 构 。 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 当 其 支 座 发 
生 竖 向 位 移 时 并 不 引起 内 力 ， 因 此 在 地 基 可 能 发 生 较 大 不 均匀 沉降 的 地 区 宣 采 用 。 两 铵 拱 
的 弯 窍 在 支 座 处 等 于 零 ， 向 拱 顶 逐渐 增 大 ， 因 此 在 设计 拱 项 时 ， 拱 截面 宜 由 支 座 向 拱 项 逐 
渐 增 加 。 当 跨度 不 大 时 ， 两 铵 拱 也 常设 计 成 等 截面 的 。 


(a) 赵 州 石 拱桥 (b) 丹 集 线 下 河口 双 曲 拱桥 
图 7-22 拱桥 结构 示例 


用 力 法 计算 超 静 定 拱 的 原理 和 步骤 仍 如 前 所 述 。 若 拱 轴 曲率 较 大 ， 则 应 考虑 它 对 变形 
的 影响 。 但 通常 拱 的 曲率 都 较 小 ， 计 算 结 果 表明 ， 曲 率 的 影响 可 以 忽略 不 计 ， 仍 可 采用 直 
杆 的 位 移 计 算 公式 。 下 面 讨论 两 镑 拱 的 计算 方法 。 

计算 两 匀 拱 时 ， 通 常 去 掉 一 个 支 座 的 水 平 约束 ， 并 以 多 余力 坟 代 蔡 。 图 7-23(a)、(b) 所 
示 为 一 两 贸 拱 和 相应 的 基本 体系 ， 由 原 体系 在 支 座 B 处 的 水 平 位 移 等 于 零 的 条 件 可 以 建立 


\ 
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力 法 方程 : 
m+Aip=0 


(g) 原 体系 (b) 基本 体系 
图 7-23 ”两 铵 拱 及 其 基本 体系 


计算 柔 度 系数 和 自由 项 时 , 一 般 可 以 略 去 剪 力 的 影响 , 而 轴 力 影响 通常 仅 当 拱 高 1 小 于 
跨度 1 的 /3， 拱 的 截面 厚度 1 与 跨度 1 之 比 小 于 10 时 ， 才 在 2 中 予以 考虑 ， 因 此 有 


(7-13) 


规定 弯 矩 使 拱 的 内 侧 纤维 受 拉 时 为 正 ， 轴 力 使 截面 受 压 时 为 正 ， 取 图 7-23(b) 所 示 坐 标 
系 ， 则 基本 结构 在 多 余力 =1 作用 下 ， 任 意 截面 的 内 力 为 
Mi= = N= Cos 办 (7-14) 
式 中 ，? 为 拱 任意 截面 天 处 的 纵 坐 标 ; % 为 天 点 处 拱 轴线 的 切线 与 x 轴 所 成 的 夹 角 。 
将 式 (7-14) 代 入 式 (7-13)， 得 
= ta 
EI 


__rMeg 
4 
进而 由 力 法 方程 可 解 得 
J» pds 
本 可 2 (7-15) 
a tds 


按 上 式 计算 时 ， 因 拱 轴 为 曲线 ， 因而 必须 采用 祝 分 法 计算 当 拱 轴线 形状 、 截 面 变 
化 规律 较 复杂 时 ， 直 接 积分 会 遇 到 困难 ， 此 时 可 应 用 近似 的 数值 积分 法 ， 如 可 应 用 高 等 数 
学 的 梯形 公式 或 抛物 线 公 式 作 数值 求 和 。 

对 于 只 承受 竖 向 荷载 且 两 拱 趾 同 高 的 两 锐 拱 ， 当 求 得 水 平 推力 % 后 ， 拱 上 任意 截面 处 


的 弯 矩 、 前 力 和 轴 力 均 可 以 用 受 加 法 求 得 ， 即 
M=M"-Hy 
Q=0" cosg — Hsing (7-16) 
N= O°" sing+Heosg 
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式 中 ，MA、92? 分 别 表示 相应 简 支 梁 的 弯 矩 和 剪 力 。 


7.5.2 系 杆 拱 的 计算 


当 拱 的 基础 比较 弱 时 ， 如 支承 在 砖 墙 或 独立 柱 上 的 两 铵 拱 式 屋 盖 结构 ,通常 可 以 在 两 
铵 拱 的 底部 设置 拉杆 以 承担 水 平 推力 。 如 图 7-24(a) 为 拱 式 屋 架 的 示意 图 ， 其 计算 简 图 如 
图 7-24(b) 所 示 。 

带 拉杆 的 两 绞 拱 也 称 系 杆 拱 。 带 拉杆 的 两 匀 拱 的 计算 方法 与 无 拉杆 情况 相似 。 以 拉杆 
的 拉力 x 为 多 余 未 知 力 ， 其 计算 简 图 如 图 7-24(c) 所 示 。 根 据 拉杆 断口 两 侧 相对 水 平 线 位 移 
等 于 零 的 条 件 建立 力 法 方程 


m+Aip=0 
HHT TD 
希 诗 A £ Ed Y £ 
(a) 示意 图 (b) 计算 简 图 (c) 基本 体系 


图 7-24 ” 带 拉杆 的 两 匀 拱 
式 中 自由 项 4, 的 计算 与 无 拉杆 两 铵 拱 的 情况 完全 相同 。 系 数 6; 的 计算 则 除 拱 本 身 的 变 
形 外 ， 还 须 考虑 拉杆 轴 向 变形 的 影响 。 在 单位 力 =1 作 用 下 ， 拉 杆 由 于 轴 向 变形 引起 的 相 
对 们 移 为 天 二 ， 其 中 五 、4i 分 别 为 拉杆 的 弹性 模 量 和 横 截 面 面 积 。 于 是 ， 多 余力 区 的 计算 


1 
公式 为 
a > 
2 SE 2 (07-17) 
1 请 ds+ [有 Gast 


求 出 后 ， 可 按 式 (7-16) 计 算 拱 的 内 力 。 

分 析 式 (7-17): 当 拉杆 的 刚度 E41 一 时, 式 (7-17) 与 无 拉杆 的 计算 公式 (7-15) 完 全 一 样 ; 
当 拉杆 的 刚度 E41 一 0 时 ， 则 拱 的 推力 将 趋 于 零 ， 此 时 该 结构 将 变 为 曲 梁 , 不 再 具备 拱 的 特 
征 。 因 此 ， 在 设计 带 拉杆 的 拱 时 ， 为 了 减 小 拱 本 身 的 弯 窃 ， 改 善 拱 的 受 力 状态 ， 应 适当 加 
大 拉杆 的 刚度 。 

此 外 ， 工 程 中 有 些 系 杆 拱 ， 其 系 杆 颇 为 粗大 ， 它 不 仅 能 承受 轴 力 ， 而 且 能 承受 弯 矩 和 
剪 力 ， 因 此 在 确定 这 一 类 系 杆 拱 的 计算 简 图 时 ， 应 该 按照 拱 圈 与 系 杆 二 者 抗 弯 刚度 的 相对 
大 小 来 考虑 。 考 察 图 7-25(a) 所 示 系 杆 拱 , 设 拱 圈 与 系 杆 材料 相同 , 且 拱 圈 的 截面 惯性 算 为 ， 
系 杆 的 截面 惯性 算 为 I ， 则 可 以 有 以 下 三 种 情况 。 


习 


1. 柔性 系 杆 刚性 拱 


此 时 系 杆 刚度 甚 小 ， 例如 半 = 二 ~ 调 ， 故 可 以 认为 系 杆 只 承受 轴 力 。 其 计算 简 图 如 


图 7-25(b) 所 示 ， 为 一 带 拉 杆 的 两 贸 拱 ， 是 一 次 超 静 定 梁 。 
2. 刚性 系 杆 柔性 拱 


此 时 拱 圈 刚 度 甚 小 ， 例 如 之 =80~100 ， 故 可 以 认为 拱 仅 承受 轴 力 ， 系 杆 则 可 以 承受 弯 


I 


和 矩 和 前 力 。 其 计算 简 图 如 图 7-25(c) 所 示 ， 为 一 带 链 杆 拱 杆 的 加 劲 梁 ,也 是 一 次 超 静 定 结 构 。 
3. 刚性 系 杆 刚 性 拱 


此 时 拱 圈 与 系 杆 二 者 刚度 相差 不 大 ， 均 能 承受 弯 矩 和 剪 力 。 吊 杆 通常 刚度 较 小 ， 可 视 
为 链 杆 。 其 计算 简 图 如 图 7-25(d) 所 示 ， 为 多 次 超 静 定 结构 。 


(a) 系 杆 拱 (b) 柔性 系 杆 刚 性 拱 
L 由 
Ls th ps i 
(6) 刚性 系 杆 柔性 拱 (d) 刚性 系 杆 刚性 拱 


图 7-25 系 杆 拱 及 其 计算 简 图 
例 7-7 试 分 析 如 图 7.26(b) 所 示 带 拉杆 的 等 截面 两 匀 拱 , 拱 轴线 为 抛物 线 ,轴线 方程 为 
y= 试 求 集中 荷载 了 作用 下 拉杆 的 内 力 。 
解 ， 取 基本 体系 如 图 7-26(b) 所 示 。 为 了 便于 计算 ， 采 用 如 下 简化 假设 ， 忽 略 拱 身 内 轴 


力 对 变形 的 影响 , 即 只 考虑 弯曲 变形 ; 由 于 拱 身 较 平 , 可 近似 地 取 ds =dx。 因 此 , 式 (7-17) 
简化 为 


| 
有 (07-18) 
S [yat! 
EI 五 


在 集中 力 己 作用 点 天 的 两 侧 Mp 的 表达 方式 不 同 ， 即 
当 0 志 x 三 al 时 ，M;, =PUO-azrx; 
当 al 志 x 二 I 时 ，M;p =Pa(! 一 x)。 
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() 原 体系 (b) 基 本 体系 
图 7-26 例 7-7 


故 式 (7-18) 中 的 有 关 积 分 需要 分 段 计算 


5 -[ 喇 dx 


-二 pil- x -Ddr+| Pall -He 


_[y 1 _ 1 [47 NE 
Qi = 万 “4 页 so-a dr 


将 它们 代入 式 (7-18)， 可 以 求 得 


六 = -2 +a4)7 
11 天 
式 中 
1 
A 
3/° E4 


从 计算 结果 可 以 看 出 ， 拉 杆 中 的 拉力 与 荷载 成 正比 ， 而 与 拱 的 高 路 比 二 成 反比 ， 即 
拱 越 扁平 ， 拉 杆 承受 的 拉力 也 越 大 。 


7.6 最 后 内 力图 的 校 核 


内 力图 是 结构 设计 的 依据 ， 因 此 绘 出 内 力图 后 必须 进行 校 核 。 校 核 工作 可 从 两 方面 
进行 : 首先 ， 可 根据 弯 矩 、 剪 力 与 荷载 集 度 之 间 的 微分 关系 ， 对 内 力图 的 形状 、 走 势 进 
行 定性 的 分 析 ， 具 体 方法 已 在 静 定 结构 内 力图 校 核 部 分 作 过 介绍 ; 其 次 ， 依 据 “ 正 确 的 
内 力图 必须 同时 满足 平衡 条 件 和 位 移 条 件 ” 的 要 求 ， 对 内 力图 竖 标 数值 进行 定量 校 核 。 
现 以 图 7-27(a) 所 示 刚 架 及 其 最 后 内 力图 [图 7-27(b)~(d)] 为 例 ， 说 明 平衡 条 件 和 位 移 条 件 
的 校 核 方法 。 


S 
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1. 平衡 条 件 的 校 核 
平衡 条 件 的 校 核 ， 主 要 是 校 核 节 点 处 的 弯 矩 、 杆 件 的 剪 力 和 轴 力 ， 验 算 它们 是 否 满足 
相应 的 平衡 条 件 。 因 此 ， 可 以 截取 结构 的 任 一 部 分 ， 以 它们 为 研究 对 象 ， 并 根据 待 检验 的 
内 力图 绘 出 该 隔离 体 的 受 力图 ， 进 而 检验 它们 是 否 满足 平衡 条 件 。 例 如 ， 为 了 校 核 M 图 ， 
可 截取 结 点 C[ 图 7-27(e)] 为 研究 对 象 ， 有 
DX=4.85—4.85=0 
DY=31.90-31.90=0 
PMc =10+2.93—12.93=0 
可 见 满足 平衡 条 件 。 如 截取 结 点 D[ 图 7-27(b] 为 研究 对 象 ， 有 
DX=4.85—4.05—0.80=0 
DY=76.40-48.10—28.30=0 
BM, =33.20+2.13—35.34~0 
可 见 也 满足 平衡 条 件 。 再 如 截取 杆 件 CDE[ 图 7-27(g)]， 有 
DX=4.85—0.80—405=0 
DY=31.90+76.40+11.70—20x4-40=0 
5 Me =10+2.13-12.93+20x4x2+40x6-11.70x8-76.40x4=0 


仍然 满足 平衡 条 件 。 
2. 位 移 条 件 的 校 核 


只 有 平衡 条 件 的 校 核 ， 还 不 能 保证 超 静 定 结构 的 内 力图 一 定 是 正确 的 ， 这 是 因为 最 后 
内 力图 是 求 出 多 余力 后 ， 将 多 余力 连同 原 结构 上 的 各 种 外 部 因素 同时 加 在 基本 结构 上 ， 而 
后 依据 基本 结构 的 平衡 条 件 绘 出 的 。 在 这 种 情况 下 ， 即 使 多 余力 计算 有 误 ， 也 不 会 由 平衡 
条 件 反映 出 来 ， 因 此 还 必须 进行 位 移 条 件 的 校 核 。 

由 于 多 余力 是 根据 结构 的 位 移 条 件 求 出 的 ( 力 法 方程 就 是 以 多 余 未 知 力 表示 的 位 移 条 
件 )， 所 以 如 果 多 余力 是 正确 的 ， 则 依据 正确 的 多 余力 作出 的 内 力图 必定 能 使 结构 满足 已 知 
的 位 移 条 件 。 基 于 以 上 分 析 ， 超 静 定 结构 的 最 后 内 力图 才 是 唯一 正确 的 。 

按 位 移 条 件 进行 校 核 时 ， 对 梁 和 刚 架 只 承受 外 荷载 的 情况 ， 通 常 是 根据 结构 的 最 后 弯 
和 矩 图 (M 图 )， 验 算 沿 任 一 多 余力 x(i=1,2,3,…,n) 方 向 的 位 移 ， 看 它 是 否 与 原 结构 的 实际 位 
移 (4.) 相 符 。 具 体 校 核 方法 为 ， 去 掉 已 知 位 移 相 应 的 约束 ， 并 以 单位 力 h =1 代 蔡 ， 进 而 写 
出 M; 弯 矩 表达 式 或 作出 M; 图 ， 代 入 下 式 进行 验算 : 

MM 
4.=-2 [= h(i 12) 

例如 ,为 了 校 核 如 图 7-27(b) 所 示 的 M 图 ， 可 选取 如 图 7-27(h) 所 示 的 基本 结构 ， 并 校 核 
切口 处 两 侧 截 面 的 相对 转角 是 否 等 于 零 。 为 此 ， 切 口 F 处 加 一 对 单位 力 偶 P=1， 相 应 
的 单位 弯 矩 图 Ma 图 与 M 图 相 乘 : 
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We (| PE So) 


El 2 2 


二 (9 [2 了 | -0 


可 见 满足 切口 F 处 两 侧 截 面 的 相对 转角 等 于 零 的 位 移 条 件 ， 说 明 4CDB 部 分 弯 矩 图 是 正 
确 的 。 


20kN/m | 


ION, Ri 
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(a) 原 体系 
319 C 名 E 
日 4.85 4.05 y 
1 76.40 
N 图 (KN) 
8 图 (kN) a 加 
(c)O 图 (d) X 图 
40kN 
48.10kN 28 .30| 10KN 20kN'm 
10kN.m 于 34 和 20kN.m 7 Dp E4405kN 


V. 93kN.m 


-| 他 | Cle 2 
4.85kN 第 8 Ey J NE Hh OSOKN 11.70kN 


ao am 1293 2 13kNem 
31.90kN 76.40kN 31.90kN 76.40KN 
(e) C 点 受 力 图 (f) D 结 点 受 力图 (g) CDE 杆 受 力图 
了 =] 
RF! 


Mk 图 Mi 图 
(h) Mi 图 (D 肠 图 


7-27” 超 静 定 结构 最 后 内 力图 的 校 核 


为 验算 DE 部 分 的 弯 矩 图 是 否 正确 ， 可 选取 如 图 7-27G) 所 示 的 基本 结构 ， 并 校 核 已 支 
座 的 竖 向 位 移 ， 为 此 在 E 处 加 一 竖 向 单位 力 Px; =1， 相 应 的 单位 弯 矩 图 Me 如 图 7-27G) 
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中 


1 品 1 1 
x4x4 |x| 一 x33.20 |-| 一 x4x40 |x| 一 x4 
ET 2EIT|\2 3 2 有 


可 见 满足 五 支 座 的 竖 向 位 移 等 于 零 的 位 移 条 件 。 由 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 如 果 单位 弯 矩 图 M， 
中 各 杆 都 有 弯 矩 ， 则 位 移 条 件 的 校 核 工作 可 一 次 完成 :; 如果 单位 弯 甜 图 M; 中 只 部 分 杆 件 有 
弯 矩 ， 则 必须 另外 选取 单位 弯 矩 图 进行 校 核 。 总 之 ， 必 须 使 所 有 杆 件 的 弯 窍 图 都 参与 运算 ， 
这 时 变形 条 件 的 校 核 才 是 正确 和 全 面 的 。 


所 示 。 用 Mx; 图 与 M 图 相 乘 ， 则 


2 


1 


二 ~0 


7.7 ”温度 变化 时 和 支 座 移动 时 超 静 定 结 构 的 计算 


由 于 超 静 定 结构 具有 多 余 约束 ， 除 荷载 之 外 ， 温 度 变化 、 支 座 移动 、 制 造 误差 等 凡 能 
使 结构 产生 变形 的 因素 ， 都 会 使 结构 产生 内 力 ， 这 是 超 静 定 结构 的 特征 之 一 。 

如 前 所 述 ， 用 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ， 要 根据 位 移 条 件 建立 求解 多 余 未 知 力 的 力 法 方 
程 ， 即 根据 基本 结构 在 外 部 因素 和 多 余力 共同 作用 下 ， 在 去 掉 多 余 约束 处 的 位 移 应 与 原 体 
系 的 实际 位 移 相 符 的 条 件 下 建立 力 法 方程 。 这 里 外 部 因素 不 仅仅 指 荷载 ， 还 应 包括 温度 变 
化 、 支 座 移动 、 制 造 误差 等 广义 荷载 ， 仅 此 而 已 。 


7.7.1 温度 变化 时 超 静 定 结构 的 计算 


考察 如 图 7-28 所 示 的 超 静 定 刚 架 ， 设 刚 架 外 侧 的 表面 温度 上 升 4 'C， 内 侧 的 表面 温度 
上 升 了 tb, 'C， 现 在 用 力 法 计算 其 内 力 。 


HIC +0C 


+C|+oC +oc |+0c tcltic +oC [tC 
B 
4 加 
(a) 原 体系 (b) 基本 体系 和 


7-28 ”温度 变化 时 超 静 定 刚 架 的 计算 


去 掉 支 座 妃 处 的 三 个 多 余 约束 , 以 相应 的 多 余 未 知 力 x 、z 、x 代 蔡 , 得 到 如 图 7-28(b) 
所 示 的 基本 体系 。 设 基本 结构 的 B 点 由 于 温度 改变 , 沿 、%、 避 方向 产生 位 移 分 别 为 4、 
4 和 4, ， 它 们 可 按 第 6 章 介绍 的 方法 计算 。 
Mi QAt 


4 = 也 (| ands+ 忆 区 [一 dy (=1, 2, 3) 0.19) 
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若 每 一 杆 件 沿 其 全 长 温度 改变 相同 ， 且 截面 尺寸 不 变 ， 则 上 式 可 改写 为 
4 = E(t) + T(t) on (El1, 2, 3) 
根据 基本 结构 在 多 余力 、x,、 太 以 及 温度 改变 的 共同 作用 下 B 点 位 移 应 与 原 体系 相 
同 的 条 件 ， 可 以 列 出 如 下 的 力 法 方程 ， 即 


+ + + =0 

Smt TO =0 

+=0 

上 式 中 柔 度 系数 的 计算 仍 与 以 前 所 述 相同 ， 自 由 项 则 按 式 (7-19) 或 式 (7-20) 计 算 。 由 于 

基本 结构 是 静 定 的 ， 温 度 改变 并 不 使 其 产生 内 力 ， 由 式 (7-21) 解 出 多 余力 XI、x2 和 x 后 ， 原 
体系 的 弯 矩 按 下 式 计算 : 


(7-20) 


人 3 


M =Mix, + Mox, + Max, (7-22) 
求 出 弯 矩 图 后 ， 前 力 和 轴 力 通过 取 相 应 隔离 体 ， 利 用 平衡 条 件 解 出 ， 且 最 后 内 力 只 与 
多 余力 有 关 。 
计算 n 次 超 静 定 结构 由 于 温度 引起 的 内 力 ， 方 法 与 此 相同 。 
例 7-8 如 图 7-29(a) 所 示 刚 架 ， 外 侧 温度 升 高 了 25'C， 内 侧 温度 升 高 15'C， 试 绘制 其 
弯 矩 图 并 计算 横梁 中 点 的 竖 向 位 移 。 刚 架 斑 等 于 常数 ， 截 面 为 矩形 ， 其 高 度 h=0.6m， 材 料 
线 膨胀 系数 为 a 。 


号 |+25C|+15C +l5C|+25C +25C|+15C +15C|+25'C 


7 
(0) 基本 结构 受 闷 =1 作 用 的 万 图 


及 =1_ 
< N=0 


(b) 基 本 体系 


18aET 18aEl 


(D 到、 六 什 


(e) 最 后 订 矩 图 
7-29 例 7-8 


(d) 基本 结构 受 未 =1 作 用 的 入 图 


解 : 这 是 一 次 超 静 定 刚 架 ， 取 如 图 7-29(b) 所 示 的 基本 体系 ， 相 应 的 力 法 方程 为 
Sm+4,=0 
绘 出 单位 力作 用 下 的 Mi 图 和 Ni 图 [图 7-29(c)、(d)]， 求 得 柔 度 系 数 和 自由 项 为 
EE 1 ( 2x6 360 


6x6 
2 中 = 一 一 
EI EI 


2 


+6x6x6] 
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和 = 了 Ganon t(D on 


=- ,0xO + Ex005-15)«2x ] 
=-120¢ +12000 =10800 
将 柔 度 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 : 
A 1080c 
4 603000 


EI 
最 后 普 矩 图 如 图 7-29(e) 所 示 。 由 计算 结果 可 知 ， 在 温度 变化 影响 下 ， 超 静 定 结构 的 内 
力 与 各 杆 刚度 的 绝对 值 有 关 ， 这 与 荷载 作用 下 的 情况 是 不 同 的 。 
为 求 横梁 中 点 天 的 竖 向 位 移 ,应 在 基本 结构 天 点 竖 直 方向 加 一 虚拟 单位 力 ,作出 Mx 图 ， 
并 计算 各 杆 轴 力 Nx 图 [7-29(D]， 然 后 由 位 移 计算 公式 求 得 
A = Zu + 5 HanoNe + FHP 


i 


EI\2 2 0.6 
=8lg -120c-7Swc =-114c(T) 


7.7.2 支 座 移 动 时 超 静 定 结构 的 计算 


超 静 定 结构 在 支 座 移动 情况 下 的 内 力 计算 原则 上 与 前 面 所 述 类 似 ， 只 是 力 法 方程 中 自 
由 项 的 计算 有 所 不 同 。 

如 图 [7-30(a)] 所 示 的 连续 梁 , 设 其 支 座 B 下 沉 c, 支 座 C 下 沉 c,。 先 考察 三 种 选取 基本 
结构 的 方案 : 方案 [ 是 把 产生 移动 的 支 座 视 为 多 余 约束 [图 7-30(b)]; 方案 本 是 保留 移动 的 支 
座 , 而 把 其 他 约束 视 为 多 余 约束 [图 7-30(c)]; 方案 三 是 同时 选取 部 分 产生 移动 的 支 座 和 部 分 
无 法 移动 的 支 座 作为 多 余 约 束 [7-30(d)]。 针 对 不 同方 案 ， 所 列 力 法 方程 自然 不 同 。 上 述 三 种 
方案 所 对 应 的 力 法 方程 如 式 (7-23)~(7-25) 所 示 。 


有 


(a) 原 体系 (b) 基本 体系 方案 I (c) 基本 体系 方案 条 
4 B C DyAd B C 万 4 B C 万 
办 x 为 2 i 2 t=1 
(d) 基本 体系 方案 三 (e) 基本 体系 方案 下 求 4ic (基本 体系 方案 贡 求 4 


7-30 支 座 移动 时 连续 梁 的 计算 
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Hm +o = 一 G (7-23) 
有 OP = 一 
2m0m+oop+4c=0 (7.24) 
Sm+t6,%+4h4c =0 


mts +Ac= | (07-25) 


Smt+6,% +he =0 
以 上 所 述 力 法 方程 中 的 自由 项 4 (二 1，2) 表 示 基 本 结构 由 于 支 座 移动 所 引起 的 、 沿 多 
余力 % 方 向 相应 的 位 移 。 该 位 移 可 按 下 式 计算 : 
he = RC, 
以 基本 体系 方案 工 为 例 [图 7-30(c)]， 其 相应 力 法 方程 [ 式 (7-24)] 中 的 自由 项 可 参照 
7-30(e)、( 有 DD 计算 如 下 : 
4c=-(2xa-lxc)=c-2a 
a=( lot2%6) =26 
和 柔 度 系数 的 计算 和 最 后 弯 矩 图 的 绘制 与 前 面 所 述 相 同 。 因 静 定 基 本 结构 在 支 座 移动 下 
并 不 产生 内 力 ， 故 原 体 系 的 弯 矩 计算 式 为 
M=Mix, + Max 
例 7-9 如 图 7-31(a) 所 示 为 一 单 跨 超 静 定 梁 , 设 固定 支 座 4 处 发 生 转 角 , 试 求 梁 的 内 力 
和 支 座 反 力 。 
解 : 选取 基本 体系 如 图 7-31(b) 所 示 。 根据 原 体 系 支 座 B 处 竖 向 位 移 等 于 零 的 位 移 条 件 ， 
建立 力 法 方程 : 
m+Ac=0 
绘 出 M1 图 ， 如 图 7-31(e) 所 示 ， 相 应 的 支 座 反 力 w 也 标 在 图 中 ， 由 此 求 得 
6 -去 [341x3*/]= 吉 
EI\2 3 3ET 
hc = RC, = 1x0)= -Ip 


代入 力 法 方程 ， 可 求 得 
__4c _3EI 
“i 

所 得 结果 为 正 ， 说 明 多 余力 的 作用 方向 与 图 7-31(b) 中 所 设 的 方向 相同 。 
根据 M = Mix 作出 最 后 弯 矩 图 ， 如 图 7.31(d) 所 示 。 根 据 M 图， 由 4B 杆 的 平衡 条 件 可 


求 得 0,s 和 Oss， 进 而 绘 出 该 超 静 定 结构 的 前 力图 [图 7.31(e)]。 梁 的 支 座 反 力 为 
已 = 


tb 
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下 ;二 
3F7 
M, Sp [((W) 


如 果 选 取 基 本 结构 工 ， 如 图 7-31(D 所 示 ， 则 相应 的 力 法 方程 为 
0 = 内 


绘 出 Mn 图 并 求 出 柔 度 系数 


a 
EI\2 3) 3EI 
代入 力 法 方程 组 ， 解 得 
3ET 
和 


(0) 方案 1, 而 =l 单 独 作用 


(a) 原 体系 (b) 基本 体系 方案 I 
4 31 
“和 2 
4 2 > 
(©) 最 后 区 力 图 (D 基本 体系 方案 


(g) 方案 开 , 而 =1 单 独 作用 
图 7-31 例 7-9 图 


根据 计算 结果 绘 出 的 最 后 弯 答 图 和 剪 力 图 仍 如 7-31(d)、(e) 所 示 。 比 较 以 上 两 种 计算 
方法 可 以 看 出 ， 虽 然 选取 的 基本 体系 不 同 ， 相 应 的 力 法 方程 形式 也 不 同 ， 但 最 后 内 力图 
是 完全 相同 的 。 这 表明 超 静 定 结构 的 计算 结果 与 基本 体系 的 选取 形式 无 关 ， 计 算 结 果 是 


唯一 的 。 
7.8 对称 性 的 利用 


在 工程 中 ， 很 多 结构 是 对 称 的 ， 利 用 对 称 性 可 以 使 对 称 结构 的 计算 得 到 简化 。 
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7.8.1 结构 和 荷载 的 对 称 性 


1. 结构 的 对 称 性 


所 谓 对 称 结构 ， 是 指 结构 的 几何 形状 、 支 承 情况 、 杆 件 的 截面 尺寸 和 弹性 模 量 均 对 称 
于 某 一 几何 轴线 的 结构 。 也 就 是 说 若 将 结构 绕 该 轴线 对 折 后 ， 结 构 在 轴线 两 边 的 部 分 将 完 
全 重合 。 该 轴线 称 为 结构 的 对 称 轴 。 如 图 7-32(a) 所 示 的 刚 架 即 为 对 称 结构 ， 它 有 一 根 竖 向 
对 称 轴 y-y。 如 图 7-32(b) 所 示 的 封闭 框 格 有 两 根 对 称 轴 x-x、y-y。 


了 


(a) 有 一 个 对 称 轴 的 结构 (b) 有 两 个 对 称 轴 的 结构 
图 7-32 对称 结 构 
2. 对 称 荷载 
为 了 简化 计算 ， 作 用 在 对 称 结构 上 的 荷载 [7-33(a)] 一 般 可 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷 
载 。 所 谓 对 称 荷载 ， 是 指 荷载 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 左 右 两 部 分 的 荷载 彼此 重合 ， 具 有 相同 的 
作用 点 、 相 同 的 数值 和 相同 的 方向 ， 如 图 7-33(b) 所 示 。 
3. 反对 称 荷载 


荷载 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 左 右 两 部 分 的 荷载 彼此 重合 ， 具 有 相同 的 作用 点 、 相 同 的 数值 
和 相反 的 方向 ， 如 图 7-33(c) 所 示 。 


» 
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(a) 一 般 荷 载 作 用 下 的 对 称 结构 (b) 对 称 荷载 (0) 反对 称 荷载 
图 7-33 对称 荷 载 与 反对 称 荷载 


7.8.2 ”对 称 结构 承受 对 称 荷载 


考察 如 图 7-33(b) 所 示 对 称 结构 承受 对 称 荷载 的 情况 。 选 择 对 称 的 基本 体系 ， 并 取 对 称 
力 罗 和 xX、 反对 称 力作 为 多 余 未 知 力 [图 7-34(a)]。 相 应 的 力 法 方程 为 


I 
所 


+ A =0 
0 (7-26) 
0 
作出 单位 弯 矩 图 和 荷载 弯 矩 图 ， 如 图 7-34(b) 一 (e) 所 示 。 由 于 对 称 多 余力 和 x 的 单位 
弯 和 矩 图 及 对 称 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 是 对 称 的 ， 相 应 的 变形 (图 中 虚线 所 示 ) 也 是 对 称 的 ; 而 反 
对 称 多 余力 x 的 单位 弯 矩 图 是 反对 称 的 ， 相 应 的 变形 也 是 反对 称 的。 因此 ， 在 计算 力 法 方 
程 的 柔 度 系数 和 自由 项 时 ,对称 的 Mi 图 、M; 图 和 Mz 图 与 反对 称 的 M3 图 相 乘 时 ， 其 结果 
为 零 ， 即 


bls 


(g) 玩 图 - (Mb 图 


图 7-34 ”对 称 荷载 作用 下 的 基本 体系 及 相应 内 力 、 变 形 图 
= =| 

M; 要 

如 = 了 [ds 


as 


MM 4 


这 样 力 法 方程 [ 式 (7-26)] 简 化 为 
M+ +Ap=0 
Smt+6,x,+Ap=0 (7-27) 
Ss% =0 
由 式 (7-27) 的 第 三 式 可 知 ， 反 对 称 多 余力 x =0， 只 需要 式 (7-27) 的 前 两 式 计算 对 称 多 余 
力 罗 和 即 可 。 
结论 : 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 只 存在 对 称 多 余力 ， 反 对 称 多 余力 等 于 零 ， 其 变 
形 是 对 称 的 。 
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7.8.3 ”对 称 结构 承受 反对 荷载 


考察 如 图 7-33(c) 所 示 对 称 结构 承受 反对 称 荷载 的 情况 。 选 择 对 称 基本 体系 ， 并 取 对 称 
力 和 区、 反对 称 力 x 作为 多 余 未 知 力 [图 7-35(a)]， 相 应 的 力 法 方程 仍 为 式 (7-26)。 


| 3 ~ 
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(a) 基 本 体系 | Oi 
图 7-35 反对 称 荷载 作用 下 的 基本 体系 及 荷载 作用 下 的 弯 和 矩 图 
由 于 单位 弯 和 矩 图 没有 变化 ， 仍 如 图 7-34(b)~(d) 所 示 ， 故 柔 度 系数 也 没有 变化 ; 但 由 
于 此 时 的 荷载 是 反对 荷载 ， 故 其 弯 失 图 M; 为 反对 称 的， 相应 的 变形 也 是 反对 称 的 ， 如 
7-35(b) 所 示 。 此 时 对 称 单位 力 弯 和 矩 图 与 反对 称 荷载 弯 矩 图 相 乘 ， 其 结果 为 零 ， 而 反对 称 
单位 力 弯 矩 图 与 反对 称 荷载 弯 矩 图 相 乘 ， 其 结果 不 为 零 : 


这 样 力 法 方程 [ 式 (7-26)] 简 化 为 
om+oomn=0 
20+oOomp=0 (7-28) 
53+Ap=0 


由 式 (7-28) 的 前 两 式 ， 并 根据 二 元 一 次 齐 次 方程 组 的 性 质 ， 可 知 对 称 多 余力 x =x, =0。 
由 第 三 式 可 求 出 反对 称 多 余力 x 。 

结论 : 对 称 结构 在 反对 称 荷 载 作 用 下 ， 只 存在 反对 称 多 余力 ， 对 称 多 余力 等 于 零 ， 其 
变形 是 反对 称 的 。 

以 上 介绍 了 利用 对 称 的 基本 体系 计算 对 称 结构 的 方法 。 当 对 称 结构 承受 一 般 荷 载 时 ， 
如 图 7-33(a) 所 示 的 情况 ， 可 以 将 荷载 分 解 成 对 称 和 反对 称 两 组 ， 如 图 7-33(b)、(c) 所 示 ， 分 
别 计算 上 述 两 组 荷载 下 的 内 力 ， 而 后 将 它们 又 加 ， 即 可 求 得 原 结构 的 内 力 ， 这 样 做 会 使 计 
算 工作 简化 。 

现在 讨论 对 称 结构 的 中 柱 恰好 位 于 对 称 轴 上 的 情况 [图 7-36(a)]。 计算 这 类 结构 时 ,同样 
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可 以 将 荷载 分 为 对 称 和 反对 称 两 组 [图 7-36(b)、(c)]， 并 根据 支 座 反 力 的 对 称 性 ， 分 别 计算 
上 述 两 组 荷载 下 的 内 力 ， 而 后 将 它们 又 加 ， 即 可 求 得 原 结构 的 内 力 。 相 应 于 上 述 对 称 和 反 
对 称 两 组 情况 的 基本 体系 分 别 如 图 7-36(d)、(e) 所 示 ， 图 中 、x, 为 广义 多 余 未 知 力 ， 相 应 
的 力 法 方程 为 

Sm+Ap=0 

Ss=0 
式 中 ， 系 数 6,(i=1,2) 应 理解 为 基本 结构 由 于 广义 力 x; =1 作 用 所 引起 的 广义 力 x; =1 相 应 的 
位 移 。 


P Pp 和 
2 


9| 


(a) 原 体系 (b) 对 称 结构 承受 对 称 荷载 。 “(c) 对 称 结构 承受 反对 称 荷载 


(d) 与 图 (b) 相 应 的 基本 体系 (e) 与 图 (c) 相 应 的 基本 体系 
图 7-36 对称 轴 上 有 竖 柱 时 对 称 性 利用 的 例子 


例 7-10 试 分 析 如 图 7-37(a) 所 示 的 刚 架 ， 绘 出 刚 架 内 力图 。 已 知 各 杆 始 为 常数 。 

解 : 此 刚 架 为 四 次 超 静 定 对 称 架 ， 承 受 反 对 称 荷载 作用 。 取 对 称 形式 的 基本 体系 ， 
如 图 7-37(b) 所 示 。 因 为 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 正 对 称 多余 未 知 力 等 于 零 ， 所 以 图 
中 只 绘 出 反对 称 多 余力 x ， 力 法 方程 为 

m+Ap=0 
分 别 绘 出 M1 图 和 M; 图 ， 如 图 7-37(c)、(d) 所 示 。 柔 度 系数 和 自由 项 计算 如 下 : 


3 
二 二 (3xexe (3x0 jx4+(axa)xax2 = 
EI|I\2 这 3F7 


FE 
A (Gxexe jx(Sx2a7 jr(oxo)x (ee) 交 ， 
EI|I\2 3 2 3F7 


将 6 4 代入 力 法 方程 ， 解 得 
_ Mp_ 13Pa’ 3ET _ 
! 6 3E1 1 
依 M =Mix +Mz 绘 出 刚 架 的 弯 矩 图 ,进而 根据 杆 件 和 结 点 的 平衡 条 件 ， 绘 出 刚 架 的 前 


力图 和 轴 力 图 ， 如 图 7-37(e) 一 ( 鸭 所 示 。 


1.3P 
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(b) 基本 体系 (0) 闻 图 


2Pa 0.7Pa 0.7Pa 
TP 


1.3Pa 
Pa Pa 


03pa 03Pa Br 


全 


(d) 局 图 (e) M 图 (DO 图 (g) 图 
图 7-37 例 7-10 


例 7-11 试 分 析 如 图 7-38(a) 所 示 刚 架 ， 绘 出 刚 架 内 力图 。 计 算 时 略 去 剪 力 和 轴 力 对 变 
形 的 影响 。 

解 : 此 刚 架 的 支 座 反 力 是 静 定 的 ， 可 由 平衡 条 件 求 得 ， 如 图 7-38(a) 所 示 。 将 荷载 以 及 
支 座 反 力 分 为 对 称 和 反对 称 两 组 ， 如 图 7-38(b)、(c) 所 示 。 图 7-38(b) 属 于 对 称 结构 承受 对 称 
荷载 情况 ， 由 于 三 根 紧 柱 只 承受 沿 杆 轴 方 向 局 部 自 相 平衡 的 作用 力 ， 且 计算 时 略 去 前 力 和 
轴 力 对 变形 的 影响 ， 所 以 除 三 根 竖 柱 只 存在 轴 力 外 ， 其 他 杆 件 不 存在 内 力 。 在 图 7-38(c) 中 ， 
以 通过 各 竖 柱 中 点 的 轴 为 对 称 轴 ， 根 据 对 称 结构 承受 反对 称 荷载 的 特性 ， 可 取 如 图 7-38(d) 
所 示 的 基本 体系 计算 ， 此 时 只 有 一 个 反对 称 多 余力 。 力 法 方程 为 

dm +Ap=0 
分 别 绘 出 M1 图 和 MM 图， 如 图 7-38(e)、(9 所 示 ， 柔 度 系数 和 自由 项 计算 如 下 : 


而 三 (S15x15)(3x1s)+sx1s) = 
EI| \2 入 2F7 


和 =- 吉 :| 3x4xl5j -全 
将 656、Ap 代入 力 法 方程 ， 解 得 
= 全 280 
依 M =Mix +M2 绘 出 刚 架 的 弯 矩 图 , 进而 根据 杆 件 和 结 点 的 平衡 条 件 绘 出 刚 架 的 前 力 
图 和 轴 力 图 。 原 体系 的 弯 窃 图、 前 力图 和 轴 力 图 分 别 如 图 7-38(g)~(D) 所 示 。 注 意 在 绘制 轴 力 
图 时 ， 应 同时 又 加 图 7-38(b)、(c) 两 种 情况 。 
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(a) 原 体 系 
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15kN 30kN 


(d) 基本 体系 


19.29 


25.71 


19.29， 


25.71 
AM 图 (kN.m) 
(g) M 图 


15kN 


为 


15kN 


19.29 


19.29 


15kN 30kN 15kN 


15kN 30kN 15kN 


(b) 对 称 荷载 
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15kKN 30kN 15KN 
15kN 30kN 15kN 
(c) 反对 称 荷载 
15kKN 30kN 15kN 


图 7-38 例 7-11 图 


N 图 (kN) 
GDN 图 


例 7-12 试 分 析 如 图 7-39(a) 所 示 刚 架 ， 绘 出 刚 架 弯 矩 图 。 已 知 各 杆 到 为 常数 。 


20kN/m 


20kN/m 
4m 


(a) 原 体系 


20kN/m 


xi=40kN 


XI=4UkN 


20kN/m 


(b) 基本 体系 
图 7-39 例 7-12 图 


(ec) 三 图 
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' xi=40KN 


xi=40KN 


A 
DY 
20kN/m 
(d) AM 图 (e) M 图 (KN * m) 
图 7-39 例 7-12 图 ( 续 ) 
解 : 结构 有 两 个 对 称 轴 ， 外 荷载 对 于 此 二 轴 也 是 对 称 的 ， 利 用 这 个 特点 可 使 此 三 次 超 
静 定 体系 的 计算 大 为 简化 。 取 基本 体系 如 图 7-39(b) 所 示 , 切口 处 反对 称 多 余 未 知 力 应 为 零 。 
又 考虑 到 结构 受 力 的 对 称 性 和 水 平 对 称 轴 以 上 部 分 的 平衡 条 件 , 可 知 = 了 20x4=40KN 。 
于 是 ， 只 有 多 余力 x 是 待定 的 ， 力 法 方程 为 
CT4p=0 
分 别 绘 出 MM; 图 和 M; 图， 如 图 7-39(c)、(d) 所 示 。 用 图 乘法 求 得 柔 度 系数 和 自由 项 为 
= 
A 1) 友 
4 -=- 启 (3x4x20%1]=- 忽 
EI\3 3F7 
将 5、4p 代入 力 法 方程 ， 解 得 


6 3E7T 16 7 
依 M =M2x, + M; 绘 出 刚 架 的 弯 逢 图 ， 如 图 7-39(e) 所 示 。 


7.9 超 静 定 结构 的 位 移 计算 


在 第 6 章 我 们 讨论 了 静 定 结构 的 位 移 计 算 ， 并 给 出 了 位 移 计算 的 一 般 公 式 : 
A -Za ty a ty MN 


(7-29) 
和 8 > 二 | Nratods+ 5 far Yas = DRC, 


对 于 超 静 定 结构 ， 只 要 求 出 多 余力 ， 将 多 余力 也 当 作 外 荷载 与 原 荷载 同时 加 在 基本 结 
构 上 ， 则 静 定 结构 在 上 述 荷 载 、 温 度 改变 、 支 座 移动 等 外 部 因素 共同 作用 下 所 产生 的 位 移 
也 就 是 原 超 静 定 结构 的 位 移 ， 这 样 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 问题 通过 基本 体系 转化 成 了 静 定 
结构 的 位 移 计 算 问题 ， 因 而 式 (7-29) 仍 可 适用 。 但 应 注意 : 式 中 M,、Q。、NN; 应 为 基本 结构 
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由 于 外 荷载 和 所 有 多 余力 x 共同 作用 下 的 内 力 , 即 原 超 静 定 结构 的 实际 内 力 ; 而 Mx 、O.、 
Nx 和 Rx 为 基本 结构 由 于 虚拟 单位 力 Pr =1 的 作用 所 引起 的 内 力 和 支 座 反 力 ; th 、At、C, 
分 别 为 基本 结构 所 承受 的 温度 改变 和 支 座 移动 ， 它 们 即 原 结构 的 温度 改变 和 支 座 移动 。 

根据 以 上 分 析 ， 当 计算 超 静 定 梁 和 超 静 定 刚 架 由 于 外 荷载 引起 的 位 移 时 ， 可 首先 求 出 
原 体系 的 最 后 弯 矩 图 ,并 将 该 图 作为 求 位 移 的 M。 图 ， 而 后 求 哪个 方向 的 位 移 就 在 要 求 位 移 
的 方向 上 加 上 相应 的 单位 力 ， 绘 出 Mx 图 ， 最 后 按 下 式 计算 原 体系 的 位 移 : 

MrM; 
17 


计算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ， 还 应 注意 以 下 问题 : 

(1) 由 于 超 静 定 结构 的 内 力 并 不 因 所 选取 的 基本 结构 不 同 而 有 所 改变 , 可 取 任 一 基本 结 
构 作为 求 位 移 的 虚拟 状态 。 为 了 简化 计算 ， 尽 量 取 单位 弯 矩 图 比较 简单 的 基本 结构 。 

(2) 基本 结构 是 由 原 超 静 定 结构 简化 而 来 , 所 以 虚拟 状态 的 约束 不 能 大 于 原 超 静 定 结构 
的 约束 。 

(3) 计算 超 静 定 结构 由 于 温度 改变 、 支 座 移动 引起 的 位 移 时 , 其 位 移 除 包括 Mx 和 M; 图 
相 乘 部 分 外 ， 还 应 包括 上 述 因素 在 基本 结构 上 引起 的 位 移 。 

下 面 举 例 说 明 超 静 定 结构 的 位 移 计算 。 

例 7-13 试 计算 如 图 7-40(a) 所 示 超 静 定 梁 中 点 C 的 竖 向 线 位 移 AL 。 

解 : 计算 原 体 系 (计算 过 程 咯 )， 绘 出 原 体系 的 最 后 弯 矩 图 ， 如 图 7-40(b) 所 示 。 为 求 梁 
中 点 C 的 竖 向 位 移 , 应 在 C 点 紧 直 方向 上 加 相应 单位 力 。 单 位 力 可 以 加 在 由 原 超 静 定 结构 
简化 而 来 的 任 一 基本 结构 上 [图 7-40(c)、(d)]， 也 可 以 加 在 原 结构 上 [图 7-40(e)]， 用 以 上 
三 种 情况 下 的 单位 弯 矩 图 Mx 或 Mx: 或 Mxs 中 的 任 一 个 与 M 图 相 乘 , 都 可 以 得 到 原 结构 C 
点 的 坚 向 位 移 ， 显 然 Mri 图 与 M 图 相 乘 比较 简单 


| de Ma pay 
7 了 HN2 2 2 3 16 3 32 768F7 


如 果 用 Mxs 图 [图 7-40(9] 与 M 图 相 乘 ， 所 得 结果 则 是 错误 的 ， 因 为 单位 弯 矩 图 中 了 3 点 
的 约束 大 于 原 结构 的 约束 ， 它 不 是 由 原 超 静 定 结构 简化 而 来 的 约束 。 
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例 7-14 试 计算 如 图 7-41(a) 所 示 超 静 定 刚 架 在 荷载 作用 下 横梁 CD 的 水 平 位 移 4 。 已 
知 横梁 的 抗 弯 刚度 为 3EI7， 竖 柱 的 抗 弯 刚度 为 2E7。 

解 : 此 刚 架 为 三 次 超 静 定 ， 求 解 刚 架 ( 计 算 过 程 略 )。 绘 出 荷载 作用 下 刚 架 的 最 后 弯 矩 
图 [图 7-41(b)]。 为 求 CD 杆 的 水 平 位 移 ， 在 基本 结构 的 D 点 加 以 水 平 单位 力 ， 并 绘 出 单位 
弯 矩 图 ， 如 图 7-41(c) 所 示 。 将 单位 力 弯 和 矩 图 与 刚 架 的 最 后 弯 矩 图 相 乘 ， 即 可 求 得 CD 杆 的 
水 平 位 移 为 


而 -三 (3x6x6)x(Sx138243x3456)-(3x6x75.6x3x6) 
-2ETI\2 3 3 1 4 


272.16 


= Lx(145.52 一 907.2)= 
2E1 


Br 


56.16 C D 二 


16.8kKN/m 


138.24 和 73.44 


(a) 超 静 定 刚 架 (b) 最 后 弯 矩 图 kM。m) (e) 单位 力 弯 矩 图 
图 7-41 例 7-14 


例 7-15 图 7-42(a) 所 示 为 一 单 跨 超 静 定 梁 。 设 固定 支 座 4 发 生 转 角 办 试 求 梁 中 点 C 
的 竖 向 位 移 4ev 。 

解 : 取 基 本 体系 I[ 图 7-42(b)] 或 基本 体系 [[[ 图 7-42(c)]， 经 计算 后 求 得 最 后 弯 矩 图 
[图 7-42(d)]]。 为 求 C 点 的 竖 向 位 移 4,， 可 在 基本 结构 上 加 单位 力 ， 绘 出 Mx 图 并 求 出 
支 座 反 力 Re， 于 是 有 了 


LIsf2s3 本 Us ,1 
一 二 (44)<(# 113 4) | 
SS 
区 etd =76/% 0) 
也 可 以 在 基本 结构 卫 上 加 单位 力 , 绘 出 Mx; 图 并 求 出 支 座 反 力 Rr; [图 7-42(D]， 由 于 与 
虚拟 支 座 反 力 Rxs 相应 的 真实 支 座 反 力 位 移 C, 等 于 零 ， 于 是 有 


-MeMa_vReo.c -| (lxxl) /3g )|0=3. 
| Re c- 间 人 人 7 A 


所 得 结果 与 前 面相 同 。 
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(d) 最 后 弯 算 图 (e) MM 图 及 Ri (D 1 图 及 Ra 


图 7-42 例 7-15 图 
复习 思考 题 


1. 如 何 确定 超 静 定 次 数 ? 在 确定 超 静 定 次 数 时 应 注意 什么 问题 ? 

2. 超 静 定 结构 的 内 力 ( 弯 矩 、 剪 力 、 轴 力 ) 是 静 定 的 ， 能 和 否 保证 它们 的 任 一 截面 上 的 应 
力 ( 正 应 力 和 前 应 力 ) 也 是 静 定 的 ? 

3. 原 结构 、 原 体系 、 基 本 结构 和 基本 体系 各 是 怎样 定义 的 ? 它们 之 间 有 什么 区 别 和 联系 ? 

4. 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 思路 是 什么 ? 试 说 明 力 法 方程 的 物理 意义 。 

5. 在 力 法 计算 中 可 否 利用 超 静 定 结构 作为 基本 结构 ? 

6. 力 法 原理 与 合 加 原理 有 什么 联系 ? 当 合 加 原理 不 适用 时 ， 是 否 还 能 用 力 法 原理 分 析 
超 静 定 结构 ? 

7. 用 力 法 计算 超 静 定 梁 和 超 静 定 刚 架 时 ， 一 般 忽 略 前 力 和 轴 力 对 位 移 的 影响 ， 有 具体 分 
析 时 是 如 何 体现 的 ? 

8. 工程 实际 中 ， 很 多 梁 两 端 都 是 贸 支 座 ， 是 一 次 超 静 定 结构 ， 为 什么 在 横向 荷载 作用 
下 可 以 按 简 支 梁 计算 ? 

9. 为 什么 静 定 结构 的 内 力 状态 与 到 无 关 ， 而 超 静 定 结构 的 内 力 状态 与 民有 关 ? 

10. 为 什么 对 于 刚性 支 座 上 的 刚 架 ， 在 荷载 作用 下 ， 多 余力 和 内 力 的 大 小 都 只 与 各 杆 
弯曲 刚度 玉 的 相对 值 有 关 ， 而 与 其 绝对 值 无 关 ? 

11. 计算 超 静 定 柏 架 时 ， 取 切断 多 余 链 杆 的 基本 体系 与 取 去 掉 多 余 链 杆 的 基本 体系 ， 
两 者 的 力 法 方程 有 何 异 同 ? 

12. 用 力 法 分 析 超 静 定 柚 架 和 组 合 结构 时 ， 力 法 方程 中 的 柔 度 系数 和 自由 项 的 计算 需 
要 考虑 哪些 变形 因素 ? 

13. 如 何 考虑 拱 轴 曲率 对 位 移 计 算 的 影响 ? 

14. 为 什么 两 铵 拱 在 支 座 发 生 竖 向 不 均匀 沉降 时 并 不 产生 内 力 ? 什么 样 的 支 座 位 移 才 
会 引起 两 匀 拱 的 内 力 ? 

15. 系 杆 拱 有 几 类 ?它们 各 有 什么 特点 ? 两 铵 拱 与 系 杆 拱 的 计算 有 何 异 同 ? 
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16. 为 什么 超 静 定 结构 在 温度 变化 、 支 座 移动 情况 下 会 引起 内 力 ? 

17. 计算 超 静 定 结构 时 ， 在 什么 情况 下 只 需 给 定 各 杆 到 的 比值 ? 在 什么 情况 下 必须 给 
定 各 杆 到 的 绝对 值 ? 

18. 为 什么 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 反对 称 未 知 力 等 于 零 ? 反之 ， 在 反对 称 荷载 作 
用 下 对 称 未 知 力 等 于 零 ? 

19. 试 说 明 广义 未 知 力 在 对 称 性 中 的 应 用 及 对 应 的 力 法 方程 的 物理 意义 。 

20. 计算 静 定 结构 的 位 移 与 计算 超 静 定 结构 的 位 移 ， 两 者 之 间 有 什么 区 别 与 联系 ? 

21. 计算 超 静 定 结构 位 移 时 应 注意 哪些 问题 ? 

22. 为 什么 计算 超 静 定 结构 位 移 时 ， 单 位 荷载 可 加 在 任 一 基本 体系 上 ? 

23. 正确 的 内 力图 应 满足 什么 条 件 ? 如 何 进行 这 些 条 件 的 校 核 ? 
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7-1 试 确定 下 列 结构 的 超 静 定 次 数 ， 并 用 撤除 多 余 约 束 的 方法 将 超 静 定 结构 变 为 静 定 
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习题 7-1 图 
7-2 一 7-6 ”试用 力 法 计算 图 示 超 静 定 梁 ， 并 绘 其 M 图 、C 图 。 


20kN 


45kN/m SkN/m Pp 
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El 257 
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4m 2m | 2m 6m 1 1/2 112 
习题 7-2 图 习题 7-3 图 习题 7-4 图 
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El 1B El C El 成 ce A 了 可 
| 4m .| 4m | -4m | 全 E 1 -| 
习题 7-5 图 习题 7-6 图 
7-7~~7-10 ”试用 力 法 计算 图 示 超 静 定 刚 架 ， 并 绘 其 内 力图 。 
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E 
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6m 3m 
习题 7-7 图 
20kN/m 
9 
E 号 
日 
4 B™ 
6m 6m 3m 3m 
习题 7-9 图 习题 7-10 图 


7-11 一 7-14 试用 力 法 计算 图 示 超 静 定 柏 架 的 轴 力 。 设 各 杆 友 均 相同 。 


习题 7-13 图 习题 7-14 图 
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7-15 一 7-18 ”试用 力 法 计算 图 示 排 架 ， 绘图。 
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习题 7-15 图 习题 7-16 图 
E4 一 co B 
40kN |E1 巨 
于 C EA~~ D 
2E1 E 
§ 去 El El 号 
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习题 7-17 图 习题 7-18 图 
7-19” 试 求 图 示 等 截面 半圆 拱 的 支 座 水 平 推力 。 设 到 为 常数 ， 并 只 考虑 弯 矩 对 位 移 的 


影响 。 
7-20 ” 试 推导 抛物 线 两 铵 拱 在 均 布 荷载 作用 下 拉杆 内 力 的 表达 式 。 拱 截面 到 等 于 常数 ， 
拱 轴线 方程 为 y = 一 )。 计 算 位 移 时 拱 肋 只 考虑 弯 矩 的 影响 ， 并 设 ds = dx 。 


习题 7-19 图 习题 7-20 图 


7-21 ， 试 计算 图 示 超 静 定 组 合 结构 的 内 力 。 已 知 横梁 惯性 矩 T=1x10”m' ， 链 杆 截面 面 
积 S=1x103m  ，E= 常 数 。 
7-22 ” 试 求 图 示 加 劲 梁 各 杆 的 轴 力 ， 并 绘 横梁 4B 的 弯 矩 图 。 设 各 杆 的 E4 相同 ， 


了- 20 (单位 : m)。 
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习题 7-21 图 习题 7-22 图 


7-23 一 7-26 ”利用 结构 的 对 称 性 ， 计 算 图 示 结 构 ， 并 作出 M 图 、C 图 、N 图。 
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习题 7-25 图 习题 7-26 图 
7-27 一 7-29” 单 跨 超 静 定 梁 发 生 支 座 移动 如 图 所 示 ， 试 绘制 其 M 图、C 图 。 


Lr 末 六” 
四 4 PA S a 


习题 7-27 习题 7-28 习题 7-29 


7-30 结构 温度 改变 如 图 所 示 ， 试 绘制 结构 内 力图 。 设 各 杆 截 面 为 矩形 ， 截 面 高 度 为 
h=1/10， 线 膨胀 系数 为 g，E7 为 常数 。 
7-31 ”结构 温度 改变 如 图 所 示 ， 试 绘制 结构 弯 矩 图 。 设 各 杆 截 面 为 矩 形 ， 截 面 高 度 为 


= 二 线 膨胀 系数 为 g，E7 为 常数 。 
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习题 7-30 图 习题 7-31 
7-32 ”图 示 结 构 支 座 4 转动 p。， 友 = 常数 ， 用 力 法 计算 并 绘制 弯 矩 图 。 


7-33 ”图 示 结 构 中 CD 杆 再 制造 时 比 准确 长 度 长 0.02m， 将 其 压缩 后 安装 ， 试 求 由 此 引 
起 的 内 力 。 E4 =7.68x10kN 。 
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3m 
习题 7-32 图 习题 7-33 
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本 章 主要 内 容 有 位 移 法 的 基本 概念 ， 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 ， 位 移 法 基本 未 知 量 
和 基本 结构 的 确定 ， 位 移 法 典型 方程 的 建立 ， 用 位 移 法 计算 刚 架 和 排 架 结构 ， 直 接 利用 结 
上 点， 截面 平衡 方程 建立 位 移 法 方程 ， 对 称 性 的 利用 等 。 要 求 能 够 熟练 运用 位 移 法 的 典型 方 
程 进行 求解 ， 了 解 平 衡 方程 的 原理 ， 能 正确 判断 位 移 法 的 基本 未 知 量 ， 熟 悉 超 静 定 梁 的 形 
常数 、 载 常数 ， 并 能 利用 对 称 性 的 原理 进行 简化 计算 。 


本 章 重点 : 

位 移 法 的 基本 未 知 量 和 基本 结构 ; 用 位 移 法 典型 方程 求解 超 静 定 梁 ; 对 称 性 的 作用 。 
本 章 难 点 : 

等 截面 直 杆 转角 位 移 法 方程 的 推导 ; 位 移 法 基本 结构 和 基本 体系 的 概念 ; 对 称 性 的 利用 。 


8.1 位 移 法 的 基本 概念 


位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 另 一 种 基本 方法 。 同 力 法 一 样 ， 位 移 法 的 出 现 也 是 伴随 着 
生产 的 发 展 而 产生 的 。19 世纪 末 ， 工 程 中 出 现 了 各 种 连续 梁 等 超 静 定 结 构 ， 于 是 在 静 定 结 
构 的 基础 上 出 现 了 力 法 。20 世纪 初 ， 出 现 了 大 量 的 多 层 和 高 层 超 静 定 刚 架 ， 如 果 仍 用 力 法 
计算 ， 未 知 量 太 多 ， 计 算 十 分 烦琐 ， 人 们 开始 探求 新 的 计算 方法 ， 于 是 位 移 法 应 运 而 生 ， 
并 随 着 生产 的 发 展 逐 步 完 善 。 

力 法 和 位 移 法 : 内 力 和 位 移 是 两 个 基本 要 素 ， 如 果 先 设法 求 出 内 力 ， 然 后 计算 位 移 ， 
这 就 是 力 法 。 相 反 ， 如 果 先 确定 某 些 位 移 ， 再 根据 此 推 求 内 力 ， 这 就 是 位 移 法 。 力 法 的 基 
本 未 知 量 是 多 余 约束 力 ， 去 掉 多 余 约束 ， 列 位 移 协调 方程 求解 。 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 独 
立 的 结 点 位 移 ， 加 约束 ， 然 后 列 力 系 平衡 方程 。 

力 法 的 应 用 已 经 比较 熟悉 ， 接 下 来 我 们 通过 一 个 例子 说 明 位 移 法 的 基本 概念 。 如 图 8-1(a) 
所 示 的 刚 架 ， 在 荷载 的 作用 下 发 生 虚 线 所 示 的 变形 ， 刚 结 点 1 处 相连 的 两 个 杆 件 的 杆 端 
发 生 相同 的 转角 乙 ， 如 果 不 考 虑 杆 件 的 轴 向 变形 ， 则 可 以 认为 两 杆 件 长 度 没有 变化 ， 所 以 
结 点 1 只 有 角 位 移 ， 无 线 位 移 。 那 么 如 何 来 确定 各 杆 件 的 内 力 呢 ? 对 于 12 杆 ， 可 以 看 成 是 
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一 两 端 固定 的 粱 ， 如 图 8-1(b) 所 示 ， 该 梁 受 到 集中 力 下 的 作用 ， 固 定 端 1 处 还 发 生 转 角 乙 ， 
这 种 情况 下 的 内 力 可 以 由 力 法 求 得 。 同 理 , 对 于 13 杆 , 可 以 看 成 是 一 端 固定 一 端 锐 支 的 梁 ， 
如 图 8-1(e) 所 示 ， 该 梁 在 固定 端 1 处 发 生 转 角 乙 ， 这 种 情况 下 的 内 力也 可 以 由 力 法 求 得 。 可 
见 ， 在 分 析 该 刚 架 时 ， 可 以 把 转角 位 移 2 ,作为 基本 未 知 量 ， 设 法 求 出 该 位 移 ， 则 各 杆 件 的 
内 力 便 可 以 确定 。 此 即位 移 法 的 基本 解 题 思路 。 
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(b) (9) 
8-1 刚 架 示例 


8.2 ”等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 


用 位 移 法 分 析 超 静 定 刚 架 时 ， 每 个 杆 件 都 可 以 看 作 是 单 跨 超 静 定 梁 。 在 计算 过 程 中 ， 
要 用 到 这 种 梁 在 杆 端 发 生 转动 或 移动 以 及 外 荷载 温度 等 外 因 作用 下 的 杆 端 弯 算 和 前 力 。 

为 了 应 用 方便 ， 本 节 先 导出 其 杆 端 力 的 表达 式 。 

在 推导 表达 式 之 前 , 首先 对 杆 端 力 的 表示 方法 和 正 负 号 的 规定 予以 说 明 。 如 图 8-2 所 示 
的 单 跨 超 静 定 梁 ，4 端的 弯 矩 用 Me 表示 ，B 端的 弯 矩 用 Ms 表示 。 对 杆 端 而 言 ， 弯 和 矩 以 
顺 时 针 方向 为 正 ， 逆 时 针 方向 为 负 ( 对 结 点 或 支 座 则 刚好 相反 )。 在 图 8-2 中 ，M. 为 负 弯 矩 
Ma 为 正 弯 和 矩 。 必 须 注意 ， 这 里 对 杆 端 弯 矩 正 负 号 的 规定 与 前 面 规定 不 同 ， 前 述 规定 中 
弯 矩 使 梁 下 部 纤维 受 拉 者 为 正 。 剪 力 和 轴 力 分 别 用 QO 、N 来 表示 ， 例 如 Cs 表示 4 端的 剪 
力 ，Na 表示 B 端的 轴 力 等 ， 以 此 类 推 。 剪 力 和 轴 力 的 正 负 号 规定 与 前 面 的 规定 相同 。 


q 紧 
4 B 


(a) 


4 TD | DC 


(b) 
图 8-2” 杆 端 弯 矩 及 其 正 负 号 规定 


I 
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如 图 8-3 所 示 为 一 两 端 固定 的 等 截面 梁 ， 两 端 支 座 发 生 了 位 移 。 4 端 转角 为 办 ,B 端 转 


角 为 fp， 内、 


入 以 顺 时 针 方 向 为 正 。4、B 两 端 在 垂直 于 杆 轴 方 向 的 相对 线 位 移 为 


4 =Va 一 V4， 4dys 则 以 使 整个 杆 件 顺 时 针 方 向 转动 为 正 。 注 意 4B 沿 杆 轴 方向 的 线 位 移 以 
及 在 垂直 杆 轴 方 向 的 平移 都 不 会 引起 弯 矩 ， 故 不 予 考虑 。 另 外 ， 记 ps = 44s/1， 称 为 弦 转 


角 ， 亦 以 顺 时 针 转 动 为 正 。 


图 8-3 ” 杆 端 位 移 及 其 正 负 号 规定 
根据 两 端 支 撑 的 不 同 ， 下 面 分 三 种 情况 讨论 转角 位 移 方程 。 


8.2.1 


1 梁 的 一 端 发 生 角 位 移 


两 端 为 固定 端的 单 跨 超 静 定 梁 


如 图 8-4(a) 所 示 两 端 固定 的 梁 ，4 端 发 生 顺 时 针 方 向 转角 pp, ， 而 B 端 固定 不 动 ， 这 时 
用 力 法 可 求 得 其 杆 端 弯 矩 和 杆 端 前 力 如 下 ， 弯 和 矩 前 力图 见 图 8-4(b)、(c)。 


4 全 ， i 称 为 杆 件 的 线 刚度 ， 则 


Ms = 4ig, 
Ma =2ip, 


同 理 ， 当 4 端 固定 不 动 ， 而 B 端 发 生 顺 时 针 方 向 的 转角 5 时， 杆 端 弯 和 矩 和 杆 端 剪 力 为 


6ET 
Qs = -Eg 
Qa = -ph 
6i 
Qs = = 了 和 
6i 
On = -7 
6i 
Oo -了 外 
Qs4 = = 入 


2. 梁 的 两 端 发 生 垂直 于 杆 轴线 方向 的 相对 线 位 移 
如 图 8-5(a) 所 示 为 两 端 固定 的 梁 ， 其 两 端 在 垂直 于 杆 轴线 方向 发 生 相 对 线 位 移 44。 ， 用 
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力 法 求 得 其 杆 端 弯 和 矩 和 杆 端 剪 力 如 下 ， 弯 矩 剪 力图 见 图 8-5(b)、(c)。 


及 = 斋 -2 1 
Ma = Qa -4 
线 刚度 i= 区 ， 弦 转 朋 Co = 2， 骨 
人 =-6ip ys Qs -于 ay 
Ma =-6iP sy oO pg, 


(a) (a) 
2E] 
7 由 Ha, 
451 [LI 
81, 
人 (b) (b) Sa 
Bs, 
2 Le 
(0) 
图 8-4 ”两 端 固定 梁 一 端 发 生 角 位 移 情 况 图 8-5 两 端 固定 梁 两 端 发 生 相 对 线 位 移 情 况 


3. 支 座 位 移 、 荷 载 和 温度 共同 作用 下 的 转角 位 移 方程 

荷载 和 温度 作用 下 的 杆 端 弯 矩 和 杆 端 前 力 分 别称 为 固 端 弯 矩 和 固 端 剪 力 ， 其 表示 方法 
是 在 杆 端 弯 矩 和 杆 端 前 力 的 基础 上 加 一 上 角 标 “下 ”， 例 如 Ma 、Mz 分 别 表 示 4 截面 和 8B 
截面 的 固 端 弯 矩 ，Ou 、Oa, 分 别 表 示 4 截面 和 B 截面 的 固 端 剪 力 。 将 支 座 移动 以 及 荷载 、 
温度 作用 引起 的 固 端 弯 矩 和 固 端 前 力 进行 到 加 (图 8-6)， 得 到 两 端 固定 等 截面 梁 的 转角 位 移 
方程 : 


Ms =4i + 2igs — 6iBss + Ms 

Ma =2ip, + 4igs — 6iBys + ME, 
6i, 6i, 12i S 

Qs = 了 多 -了 外 + Bus + Ca 
6i, 6, 12i 

Qa = 一 7 内 -了 多 + bes $0 


\ 


Qap Du 
| Qapa 


图 8-6 ”两 端 固定 等 截面 梁 的 转角 位 移 方程 图 示 


单 跨 超 静 定 梁 由 于 支 座 移动 引起 的 杆 端 弯 矩 和 杆 端 剪 力 称 为 刚度 系数 ， 由 于 刚度 系数 
只 与 杆 件 材料 性 质 、 尺 寸 及 截面 形状 有 关 ， 也 称 为 形 常数 。 等 截面 直 杆 的 形 常数 列 于 表 8-1 
中 。 而 单 跨 超 静 定 梁 由 于 荷载 作用 及 温度 变化 引起 的 固 端 弯 矩 和 固 端 前 力 只 与 荷载 形式 有 
关 ， 也 称 为 载 常数 。 载 常数 列 于 表 8-2 中 。 
表 8-1 等 截面 直 杆 的 形 常数 


编 杆 端 剪 力 

号 Que Qan 
2 0 

7 7 
1 也 

加 7 

3 7 7 

a 天 

入 0 0 

注 : 表 中 ，; -下 ;转角 和 位 移 均 为 单位 转角 和 单位 位 移 。 
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表 8-2 等 截面 直 杆 的 载 常数 


编 杆 端 剪 力 
号 0 Qs 
Pp’(1+2a) Pa’(1+2b) 
1 站 全 
到 = 
2 站 2 
一 a(3b—7n) 6ab 6ab 
3 \ M 一 天 -Mr 二 
于 -于 
2 2 
: go a _ge 
5 E 127 27 2 
(41—3a) | (2F—210 +a) (2I—a) 
了 _3g1 
20 20 
0 0 
Ppb(37°—D’) _Pa’(21+5) 
2 2 
uP _5P 
16 16 


^《 
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续 表 
编 杆 端 剪 力 
号 oo CR 
3(P—P’) 3(02 一 及 ) 
二 | 
a 2F 
sql 3gl 
11 8 8 
291 ql 
2 5 10 
997 _1197 
13 40 40 
_3ElaAt 3ElaAt 3ElaAt 
We 2n 2n1 2nh1 
Pal(ll+b. 
15 PP 0 
Qs =P 
1 到 
Qss =0 
17 ql 0 
18 0 0 


6 


| 
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8.2.2 一端 固定 、 一 端 铵 支 的 单 跨 超 静 定 梁 


一 端 固定 一 端 贸 支 的 单 跨 超 静 定 梁 ， 在 支 座 移动 以 及 荷载 、 温 度 等 共同 作用 下 (图 8-7) 
的 转角 位 移 方 程 如 下 : 


Mp =3i9, —3iBys + Mis 


(8-2) 


Ml 


On 


图 8-7 一 端 固定 、 一 端 滑动 支 座 等 截面 梁 的 转角 位 移 方程 图 示 


8.2.3 一端 固定 、 一 端 为 滑动 支 座 的 单 跨 超 静 定 梁 
一 端 固定 一 端 贸 支 的 单 跨 超 静 定 染 ， 在 支 座 移动 以 及 荷载 、 温 度 等 共同 作用 下 (图 8-8) 
的 转角 位 移 方程 如 下 : 
Ms =ig + 号 
Ma =-if, + M3 


8-3 
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8.3 ”基本 未 知 量 数目 的 确定 


由 上 节 内 容 可 知 ， 如 果 杆 件 两 端的 角 位 移 和 线 位 移 均 已 知 ， 则 杆 件 的 内 力 可 由 转角 位 
移 方程 求 得 。 确 定位 移 法 的 基本 未 知 量 是 运用 位 移 法 计算 的 第 一 步 ， 所 以 在 计算 时 ， 首 先 
应 该 确定 独立 的 结 点 角 位 移 和 独立 的 结 点 线 位 移 数目 。 

确定 结 点 的 角 位 移 数目 比较 简单 。 连 接 于 同一 刚 结 点 处 的 各 个 杆 件 ， 其 转角 都 是 相等 
的 ， 故 每 一 个 刚 结 点 处 只 有 一 个 独立 的 角 位 移 未 知 量 。 固 定 支 座 处 ， 其 转角 等 于 零 或 者 等 
于 已 知 的 支 座 位 移 。 对 于 贸 接 点 或 者 铵 支 座 处 ， 各 杆 端的 转角 不 是 独立 的 ， 而 确定 杆 件 内 
力 时 可 以 不 需要 它们 的 数值 ， 故 可 不 作为 基本 未 知 量 。 所 以 ， 结 构 角 位 移 的 数目 即 刚 结 点 
的 数目 。 如 图 8-9(a) 所 示 刚 架 ， 其 独立 结 点 角 位 移 数目 为 2。 

确定 结 点 的 线 位 移 时 我 们 有 如 下 基本 假定 : 受 弯 直 杆 两 端 之 间 的 距离 在 变形 后 保持 不 
变 ， 即 受 弯 杆 件 忽 略 其 轴 向 变形 ， 并 且 认 为 弯曲 变形 也 是 微小 的 。 如 图 8-9(a) 所 示 的 刚 架 ， 
4、5、6 处 都 是 固定 端 ， 三 根 柱子 的 长 度 又 保持 不 变 ， 所 以 结 点 1、2、3 均 无 竖 向 位 移 。 而 
两 根 横梁 的 长 度 也 是 不 变 的 ， 所 以 三 个 结 点 有 相同 的 水 平 位 移 。 因 此 ， 只 有 一 个 独立 的 结 
点 线 位 移 。 上 述 确定 结 点 角 位 移 和 结 点 线 位 移 时 ， 考 虑 了 支 座 和 结 点 以 及 链 杆 的 联结 情况 ， 
满足 了 结构 的 支撑 约束 条 件 和 变形 连续 条 件 。 


(a) 原 结构 (b) 基本 结构 (c) 铵 接 体系 
图 8-9 刚 架 在 荷载 作用 下 的 变形 与 基本 结构 


应 用 位 移 法 求解 时 ， 可 以 在 每 个 刚 结 点 处 假想 地 加 上 一 附加 刚 臂 ， 阻 止 刚 结 点 的 转动 ， 
同时 加 上 一 附加 链 杆 ， 阻 止 结 点 的 线 位 移 ， 这 样 每 一 杆 件 都 变 成 单 跨 超 静 定 梁 ， 可 以 应 用 
转角 位 移 方程 求解 。 然 后 设法 求 得 角 位 移 和 线 位移 ， 县 加 便 可 得 到 最 终 内 力 值 。 如 图 8-9(b) 
所 示 刚 架 ， 不 含 外 荷载 的 原 结构 ， 在 结 点 1、3 处 分 别 加 上 附加 刚 臂 ， 在 结 点 3 处 加 上 一 水 
平 链 杆 ， 这 样 得 到 的 结构 称 为 基本 结构 。 

在 确定 独立 结 点 线 位 移 数 目 时 ， 对 于 比较 复杂 的 结构 ， 还 可 以 采用 “ 贸 化 结 点 ， 增 设 
链 杆 ”的 方法 ， 把 每 一 个 结 点 (包括 固定 端 支 座 ) 都 换 成 锐 接 点 ， 然 后 进行 几何 组 成 分 析 。 如 
果 该 贸 接 体系 为 几何 不 变 体系 ， 则 原 结构 所 有 结 点 均 无 线 位移 。 如 果 该 匀 接 体系 是 几何 可 
变 的 ， 则 用 增加 附加 链 杆 的 方法 使 其 不 动 ， 使 整个 铵 结 体系 成 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体 
系 ， 则 所 需 链 杆 的 数目 即 为 原 结构 的 独立 结 点 线 位 移 数目 。 如 图 8-9(c) 所 示 刚 架 ， 把 结 点 都 


要 
1 


i chapter 


da 
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改 为 铵 接 之 后 ， 只 需要 一 根 链 杆 就 能 得 到 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 ， 则 原 刚 架 只 有 一 个 
独立 的 结 点 线 位 移 。 

现在 再 通过 一 个 例子 加 深 对 位 移 法 基本 未 知 量 的 认识 。 如 图 8-10(a) 所 示 ， 该 刚 架 有 四 
个 刚 结 点 ， 故 有 四 个 独立 的 结 点 角 位 移 未 知 量 。 4 、B 处 都 是 固定 端 ， 两 根 柱子 的 长 度 又 
保持 不 变 , 所 以 结 点 C、D、EE、 下 均 无 竖 向 位 移 。 而 两 根 横梁 的 长 度 也 是 不 变 的 , 所 以 C、 
DD 两 结 点 有 相同 的 水 平 线 位 移 ，E、 下 两 结 点 也 有 相同 的 水 平 线 位 移 ， 因 此 该 刚 架 有 两 个 
独立 的 结 点 线 位 移 。 


(a) 原 结构 (b) 基本 结构 
8-10 刚 架 示例 


8.4 位 移 法 的 典型 方程 及 计算 步骤 


下 面 通过 一 个 例子 来 学 习 位 移 法 的 典型 方程 。 

如 图 8-11(a) 所 示 为 一 超 静 定 连续 梁 ， 该 梁 只 有 一 个 独立 的 结 点 角 位 移 ， 而 没有 线 位 移 ， 
这 种 结构 称 为 无 侧 移 结 构 ， 用 位 移 法 求解 较 简单 。 在 结 点 B 加 一 附加 刚 臂 ， 约 束 其 转动 ， 
就 得 到 基本 结构 。 基 本 结构 与 原 结构 不 一 样 ， 原 结构 在 外 荷载 作用 下 结 点 B 可 以 自由 转动 ， 
而 基本 结构 被 约束 住 了 。 为 了 使 基本 结构 的 受 力 和 变形 与 原 结构 完全 一 致 ， 须 令 附加 刚 臂 
发 生 与 原 结构 相同 的 角 位 移 Z [如 图 8-11(b)]。 基 本 结构 在 外 荷载 和 独立 结 点 位 移 共同 作用 
下 的 体系 称 为 基本 体系 。 


80OkN 8OkKN 
12kN/m 


8-11 位 移 法 典型 方程 推导 示例 
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基本 结构 中 有 附加 刚 臂 ， 附 加 刚 臂 会 产生 反 力 和 矩 ， 但 是 原 结构 中 没有 附加 刚 臂 ， 自 然 
也 就 不 存在 该 反 力矩 。 现 在 基本 体系 的 受 力 与 原 结构 完全 相同 ， 故 基本 体系 在 结 点 位 移 和 
外 荷载 共同 作用 下 ， 其 刚 臂 的 反 力 和 矩 玉 必定 为 零 。 由 结 点 位 移 乙 和 外 荷载 引起 的 反 力 矩 分 
别 为 及 ,和 RR ， 则 有 

R=R+Rp=0 

上 式 中 RR, 两 个 下 标的 含义 : 第 一 个 下 标 表示 该 反 力 所 属 的 附加 约束 ， 第 二 个 下 标 表示 
引起 该 反 力 的 原因 。 单 位 位 移 Z,=1 所 引起 的 附加 刚 辟 上 的 反 力矩 记 为 %,， 则 上 式 可 以 表 
示 为 


NZ t+Rp=0 (8-4) 
这 就 是 仅 有 一 个 未 知 量 的 位 移 法 基本 方程 。 
如 图 8-12 所 示 , 分 别 绘 出 基本 结构 在 Zi =1 作 用 下 的 弯 矩 图 Mi 图 和 荷载 作用 下 的 弯 矩 
图 Ms 图 。 


(a) MM 图 (b) Mi( 单 位 KEN，m) 


8-12 ， 结 点 单位 位 移 和 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 
取 结 点 B 为 隔离 体 ， 根 据 力矩 平衡 条 件 > Ms =0， 得 到 
入 =3i+3i=6i 
R, =96-120=-24kN-.m 
代入 式 (8-4) 得 


结果 为 正 ， 表 示 Z 的 实际 方向 与 假设 方向 相同 。 
求 得 基本 未 知 量 Z， 最 后 的 弯 矩 图 又 加 即 可 得 到 M =ZM+M,， 最 终 弯 矩 图 见 
图 8-13。 


图 8-13 最终 弯 和 矩 图 (单位 : kKN:m) 
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上 述 连续 梁 仅 有 一 个 未 知 量 ， 现 在 讨论 具有 多 个 未 知 量 的 结构 ， 加 深 对 位 移 法 计算 方 
法 的 理解 。 如 图 8-14(a) 所 示 刚 架 ， 杆 件 4C 和 BD 有 侧 移 产 生 ， 这 种 结构 称 为 有 侧 移 结构 。 
此 刚 架 有 两 个 结 点 角 位 移 ZI 、Z, 和 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 Z, ， 其 基本 结构 见 图 8-14(b)。 
为 了 使 基本 结构 和 原 结构 有 完全 相同 的 受 力 和 变形 ， 基 本 结构 除了 受 外 荷载 以 外 ， 还 必须 
使 附加 约束 发 生 与 实际 情况 相同 的 位 移 ， 即 建立 位 移 法 的 基本 体系 ， 如 图 8-14(c) 所 示 。 基 
本 体系 与 原 结构 等 效 ， 则 各 附加 约束 中 的 总 约束 力 应 为 零 ， 即 
R=0,R=0,R=0 

设 以 yy 表示 在 附加 约束 i 上 仅 由 于 附加 约束 jj 发 生 单位 位 移 Z;=1 所 引起 的 反 力矩 或 
反 力 ， 则 当 附 加 约束 j 所 发 生 的 位 移 为 Z; 时， 则 相应 的 反 力 矩 或 反 力 等 于 yjZ,。 又 设 R; 
表示 在 附加 约束 i 上， 由 于 荷载 引起 的 反 力矩 或 反 力 。 根 据 又 加 原理 ， 第 i 个 附加 约束 上 
的 总 约束 力 R =7hZi+y,2,+y32Z3+Rp=0, 于 是 各 附加 约束 中 的 总 约束 力 为 零 的 条 件 可 
以 展开 为 


NZ + HZ + HsZ3 + Rp=0 
ji t+ 7»2, + ys23+ Rp =0 (8-5) 
YuZ1 + 12 + 15323+ Rp=0 


Zi RO 即 
sr 


7 7 7 
(a) 原 结构 (b) 基本 结构 (c) 基本 体系 


8-14 ”位 移 法 典型 方程 推导 示例 


以 此 类 推 ， 对 于 具有 n 个 未 知 量 的 结构 也 可 作 同 样 的 分 析 ， 根 据 每 一 附加 约束 上 的 总 
反 力 或 反 力 矩 应 为 零 的 静 力 平衡 条 件 ， 建 立 如 下 方程 : 
jiQ+ NT+ + HL + Rip=0 
YaZit*+yaZit. +ynZn + Rip=0 (8-6) 
Vi tt tt Lt R= 
式 (8-6) 就 是 位 移 法 方程 的 一 般 形式 ， 常 称 为 位 移 法 的 典型 方程 。 
在 位 移 法 典型 方程 中 , 对 角 线 上 的 系数 yx 称 为 主 系 数 , 它 是 附加 约束 i 发 生 单位 位 移 时 
在 自身 约束 中 引起 的 反 力 矩 或 反 力 ， 其 值 恒 为 正 ， 7 称 为 副 系数 ， 它 是 附加 约束 jj 发生 单 
位 位 移 时 ， 在 附加 约束 i 中 引起 的 反 力 矩 或 反 力 ;入 和 yy; 统称 为 刚度 系数 ， 各 式 中 的 最 后 
一 项 Re 称 为 自由 项 ， 它 表示 外 荷载 作用 在 附加 约束 i 中 引起 的 反 力矩 或 反 力 。 副 系数 和 自 
由 项 的 值 可 正 可 负 可 为 零 。 另 外 ， 根 据 反 力 互 等 定理 有 yy, =y;， 此 互 等 关系 可 以 减轻 工作 


量 , 或 者 对 计算 结果 进行 校 核 。 
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用 位 移 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 如 下 : 

(1) 确定 原 结构 的 基本 未 知 量 即 独立 的 结 点 角 位 移 和 线 位 移 数目 ， 加 上 附加 约束 ， 得 到 
基本 结构 。 

(2) 令 附 加 约束 发 生 与 原 结构 相同 的 结 点 位 移 , 根据 基本 结构 在 荷载 等 外 因 和 各 结 点 位 
移 共同 作用 下 各 附加 约束 上 的 反 力 和 矩 或 反 力 应 等 于 零 的 条 件 建立 位 移 法 的 典型 方程 。 

(3) 绘 出 基本 结构 在 各 单位 结 点 位 移 作用 下 的 弯 矩 图 Mi; 图 和 荷载 等 外 因 作用 下 的 弯 矮 
图 M; 图， 由 平衡 条 件 求 出 各 系数 和 自由 项 。 

(4) 解 位 移 法 典型 方程 ， 求 出 各 基本 未 知 量 Z(i=1，2，…，7m); 

(5) 按照 M = MiZ +M2Z, +…+M,Z, + Mp 三 加 绘 出 最 终 弯 矩 图 。 

(6) 在 最 终 弯 和 矩 图 的 控制 截面 处 ， 将 结构 切 开 成 独立 杆 件 和 结 点 ， 根 据 杆 件 的 平衡 条 件 
求 杆 端 前 力 ， 绘 制 前 力图 ;根据 结 点 的 平衡 条 件 求 杆 端 轴 力 ， 绘 制 轴 力 图 。 


8.5 位移 法 应 用 举例 


上 节 讲 述 了 位 移 法 的 典型 方程 ， 本 节 通 过 三 道 例题 来 熟悉 位 移 法 典型 方程 的 应 用 。 例 
8-1 是 无 侧 移 的 连续 梁 ， 例 8-2 是 有 侧 移 的 刚 架 ， 例 8-3 涉及 支 座 移动 的 问题 。 
例 8-1 试用 位 移 法 计算 如 图 8-15(a) 所 示 的 连续 梁 ， 并 绘制 出 结构 的 弯 矩 图 。 各 杆 件 
ET 为 常数 。 
解 : 该 连续 梁 有 两 个 刚 结 点 B 和 C， 无 结 点 线 位 移 ， 取 基本 体系 如 图 8-15(b) 所 示 。 根 
据 基本 体系 附加 刚 臂 上 的 总 反 力 矩 为 零 的 条 件 ， 可 建立 位 移 法 的 典型 方程 : 
+722Zs + Rp=0 
VuZi t+ 7»Z, +Rp=0 
分 别 绘制 出 Mi 图 、M; 图 和 M 图， 如 图 8-16(a) 一 (c) 所 示 ， 根 据 图 示 分 别 求 刚度 系数 
和 自由 项 。 


40kKN 
10kN/m 
B C Dp 
4 El El El 
| 3m | 3m | 6m | 6m | 
(a) 原 结构 
40KN 和 
光一 X10kN/m 
2 D 
站 EI El C EI Z 
(b) 基本 体系 
图 8-15 例 8-1 图 


和 
1 


由 | chapter 


hg 


chapter 


(c) AM 图 


图 8-16 ”M1 图 、M; 图 、M; 图 


在 图 8-16(a) 中 ， 
根据 结 点 B 的 力矩 平衡 > Ms =0， 得 
a 
m=5EI+3E!=5E1 


根据 结 点 C 的 力矩 平衡 > Me =0， 得 


| 
者 二 全 
在 图 8.16(b) 中 ， 
根据 结 点 B 的 力矩 平衡 > Ms =0， 得 
1 

Nz 3 
根据 结 点 C 的 力矩 平衡 > Mc =0， 得 

多 2 4 

yn = 32 

在 图 8-16(c) 中 ， 
根据 结 点 好 的 力矩 平衡 > Me =0， 得 

R =45kN.m 
根据 结 点 C 的 力矩 平衡 于 Mo。 =0， 得 

Rs =-30kKN-m 


将 求 得 的 刚度 系数 和 自由 项 数值 代入 位 移 法 方程 ， 得 


I 
< 


178 


第 8 章 位 移 法 
TE 
6 3 
T+, 30=0 
_ 630 
13ET 
解 方 程 得 450 
” 13ET 


其 中 ，2Z 为 负 值 ， 说 明 结 点 8 实际 转角 方向 与 假设 相反 ， 即 为 逆 时 针 转 动 。 
最 后 ， 根 据 全 加 原理 ， 按 M = 到 ,2Z, + 到;Z, + M; 绘 出 该 连续 梁 的 杰 矩 图 ， 如 图 8-17 
所 示 。 


8-17 连续 梁 弯 矩 图 


例 8-2 试用 位 移 法 计算 如 图 8-18(a) 所 示 的 刚 架 ， 并 绘 出 结构 的 弯 矩 图 。 各 杆 件 到 为 
常数 。 


2 


ER 10kNm 


4m 


(a) 原 结构 (b) 基本 体系 
图 8-18 例 8-2 图 


解 : 该 刚 架 有 一 个 角 位 移 未知 量 Z 和 一 个 线 位 移 未 知 量 Z ， 取 基本 体系 如 图 8-18(b) 
所 示 。 本 题 中 ，i = 六 =i =i。 根据 基本 体系 附加 刚 辟 和 附加 链 杆 上 的 反 力 矩 和 反 力 为 
零 的 条 件 ， 可 建立 位 移 法 的 典型 方程 
HiiZi + HZ + Rs=0 
bs +ypZ +B ,=0 
分 别 绘制 出 Mi 图 、M; 图 和 M 图， 如 图 8-19(a) 一 (9 所 示 ， 根 据 图 示 分 别 求 刚度 系数 
和 自由 项 。 


i 


79 


chapter 


180 


chapter 


_2 
(b) 1 图 


(b) MM 图 


图 8-19 MM! 图 、M; 图 及 M, 图 


Xi1、Xiz、RRs 都 是 附加 刚 臂 中 产生 的 反 力 矩 ， 分 别 是 附加 刚 臂 、 附 加 链 杆 发 生 单位 位 

移 以 及 外 荷载 作用 下 所 产生 的 ， 可 以 取 结 点 C 为 隔离 体 ， 由 》 Me =0 求 得 
在 图 8-19(a) 中 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平衡 > Me =0 得 X=41+3i=7i。 
在 图 8-19(b) 中 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平衡 于 M。 =0 得 ,= 一 3 
在 图 8-19(c) 中 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平 衡 M。=0 得 Rp=-10kKN.m。 


六 、yus、 民 ys 都 是 附加 链 杆 中 产生 的 反 力 ， 分 别 是 附加 刚 臂 、 附 加 链 杆 发 生 单位 位 移 
以 及 外 荷载 作用 下 所 产生 的 ， 可 以 截取 刚 架 的 某 一 部 分 为 隔离 体 ,利用 力 的 投影 方程 求 得 


从 也, 图 中 取 模 梁 为 隔离 体 ， 如 图 8-20) 所 示 ， 吏 六 =0 得 = 一生 = 。 


从 ;图 中 取 横梁 为 隔离 体 ， 如 图 8-20(b) 所 示 ， 忆 了 = 0 得 入 = 羡 
从 Mz 图 中 取 横 梁 为 隔离 体 ， 如 图 8-20(c) 所 示 ， 闵 式 =0 得 Re =-40KN 


10kN*m 
令 一 SS: ua 10kKN 8B So Ss 


3 
Coo= 2 Ca 和 一 其 


or 序 Oo 30kN Oo OF0 
(a) 求 为 ,隔离 体 图 (b) 求 )> 隔 离 体 图 (c) 求 )x 隔 离 体 图 
图 8-20 ”隔离 体 图 


将 求 得 的 刚度 系数 和 自由 项 数值 代入 位 移 法 方程 ， 得 


7 记 -2 _10=0 


2 ja -40=0 
2 16 
及 7 
解 方程 得 _ 4720 
” 69i 


区 
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最 后 , 根据 又 加 原理 , 按 M = MiZ, +M2Z, +M， 绘 出 该 刚 架 的 弯 矩 图 , 如 图 8-21 所 示 。 


913 70.4 


图 8-21 刚 架 弯 矩 图 


例 8-3 如 图 8-22(a) 所 示 刚 架 ， 支 座 4 产生 转角 p ， 支 座 B 产 生 竖 向 位 移 4= 341p ， 
试用 位 移 法 求解 ， 绘 制 其 弯 矩 图 ， 各 杆 E7 为 常数 。 

解 : 该 刚 架 只 有 一 个 基本 未 知 量 ， 即 结 点 C 的 角 位 移 Zi ， 在 结 点 C 加 一 附加 刚 臂 得 到 
基本 体系 ， 如 图 8-22(b) 所 示 。 根 据 基本 体系 附加 刚 臂 上 的 反 力 矩 为 零 的 条 件 ， 可 建立 位 移 
法 的 典型 方程 : 


Zt+Ra=0 


(a) 原 结构 (b) 基本 体系 
8-22 例 8-3 图 


分 别 绘制 出 M1 图 和 M, 图 , 如 图 8-23(a)、(b) 所 示 , 根据 图 示 分 别 求 刚度 系数 和 自由 项 。 


(a) MM 图 (0) 刚 架 弯 矩 图 
图 8-23 1, 图、M, 图 及 刚 架 弯 和 矩 图 


chapter | 
结构 力学 
在 Mi: 图 中 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平衡 方程 > Me =0 得 


N11=8i+4i=12i 
在 MA 图 中 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平衡 方程 Me =0 得 
总 =2ip -3 4=-6ip 
将 上 述 结果 代入 位 移 法 方程 ， 得 
四 
nn 2 
最 后 ， 根 据 合 加 原理 ， 按 M = M1Z, + M, 绘 出 该 刚 架 的 弯 矩 图 ， 如 图 8-23(c) 所 示 。 


8.6 ”直接 利用 平衡 条 件 建立 位 移 法 方程 


用 位 移 法 计算 时 ， 首 先 加 入 附加 刚 辟 或 附加 链 杆 得 到 基本 体系 ,然后 根据 附加 约束 上 总 
反 力 矩 或 反 力 为 零 的 条 件 建立 位 移 法 的 典型 方程 求解 。 位 移 法 典型 方程 的 实质 即 原 结构 的 静 
力 平衡 条 件 ， 因 此 我 们 也 可 以 不 通过 基本 体系 ， 而 直接 利用 原 结构 的 静 力 平衡 条 件 ， 并 根据 
前 边 的 转角 位 移 方程 来 求解 。 下 边 以 图 8-24(a) 所 示 的 刚 架 为 例 来 说 明 这 种 方法 的 应 用 。 

该 刚 架 有 两 个 基本 未 知 量 ， 一 个 是 刚 结 点 1 的 角 位 移 Z, ,一 个 是 杆 件 12 的 水 平 线 位 移 
2Z,。 取 结 点 1 为 隔离 体 ， 如 图 8-24(b) 所 示 ， 根 据 力矩 平衡 条 件 > M, =0 得 

M +M =0 (a) 

用 一 截面 沿 柱头 将 刚 架 截 开 ， 取 上 边 横梁 部 分 为 隔离 体 ， 如 图 8-24(c) 所 示 ， 根 据 水 平 

方向 的 静 力 平 衡 条 件 > 和 =0 得 


Quyt+Q,a=0 (b) 
假定 转角 位 移 Z 为 顺 时 针 方向 ， 水 平 线 位 移 Z, 方向 向 右 ， 根 据 转角 位 移 方程 得 


2 
Ti 2 包 挛 fH 2 _ 
8 8 
6i 15i F 
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I 9 
| ny; 
al /A 2 > 


Mia Qap 


(a) 原 结构 (b) 结 点 1 受 力图 (0) 横梁 受 力图 
图 8-24 刚 架 及 隔离 体 图 


一 般 情况 下 ， 如 果 结 构 有 n 个 基本 未 知 量 ， 则 能 建立 n 个 方程 式 。 每 个 结 点 角 位 移 都 对 
应 一 个 结 点 力矩 平衡 方程 , 每 个 结 点 线 位 移 都 对 应 一 个 截面 平衡 方程 , 然后 根据 个 方程 式 
可 求 得 n 个 基本 未 知 量 , 最 后 根据 转角 位 移 方 程 便 可 得 最 后 的 弯 矩 图 。 这 就 是 利用 平衡 条 件 
求解 的 基本 思路 。 

平衡 方程 的 优点 是 不 必 画 出 单位 弯 矩 图 和 荷载 弯 矩 图 ， 可 以 节约 解 题 篇 幅 ; 缺点 是 物 
理 形象 不 够 明确 ， 需 要 记 住 和 反复 代入 许多 公式 。 位 移 法 典型 方程 比较 形象 ， 解 题 步 又 比 
较 整 齐 ， 易 于 掌握 。 


8.7 ”对 称 性 的 利用 


作用 于 对 称 结构 上 的 任意 荷载 ， 可 以 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 两 部 分 分 别 计算 ， 
如 图 8-25 所 示 。 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 变 形 是 对 称 的 ， 弯 矩 图 和 轴 力 图 是 对 称 的 ， 
而 前 力图 是 反对 称 的 。 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 变 形 是 反对 称 的 ， 弯 矩 图 和 轴 力 图 
是 反对 称 的， 而 前 力图 是 对 称 的 。 利 用 上 述 规律 ， 在 分 析 对 称 结构 时 ， 只 需 计 算 这 些 结构 
的 半边 结构 ， 从 而 大 大 简化 工作 量 。 


(a) (b) (9) 
8-25 ”对 称 结构 上 任意 荷载 的 分 解 


8.7.1 奇数 跨 对 称 结构 


1. 对称 荷 载 作 用 

如 图 8-26(a) 所 示 刚 架 , 在 对 称 荷载 作用 下 , 只 产生 对 称 的 变形 和 位 移 , 故 对 称 轴 上 的 C 
截面 没有 转角 位 移 和 水 平 位 移 ， 只 有 竖 向 位 移 。 计 算 时 可 以 取 图 8-26(b) 所 示 的 半边 结构 ， 
在 C 处 加 一 个 定向 支 座 ， 这 样 得 到 的 半 结 构 与 原 结构 受 力 、 变 形 情况 完全 一 样 。 这 样 ， 只 
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需 计 算 8-26(b) 所 示 刚 架 的 内 力 和 位 移 ， 即 可 得 到 图 8-26(a) 左 半 刚 架 的 内 力 和 位 移 ， 而 右 半 
刚 架 的 内 力 和 位 移 可 根据 对 称 性 规律 求 得 ， 因 为 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 弯 矩 图 和 轴 
力图 正 对 称 ， 剪 力图 反对 称 。 


(a) (b) 
图 8-26 ”奇数 跨 对 称 刚 架 承 受 对 称 荷载 情况 


2. 反对 称 荷载 作用 

如 图 8-27(a) 所 示 刚 架 ， 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 会 产生 反对 称 的 变形 和 位 移 ， 因 此 对 称 
轴 上 的 C 截面 没有 竖 向 位 移 ， 但 有 转角 位 移 和 水 平 位 移 。 计 算 时 可 以 取 图 8-27(b) 所 示 的 半 
边 结 构 ， 在 C 处 加 一 个 可 动 铵 支 座 ， 这 样 得 到 的 半 结 构 与 原 结构 受 力 、 变 形 情况 完全 一 样 。 
这 样 ， 只 需 计 算 图 8-27(b) 所 示 刚 架 的 内 力 和 位 移 ， 即 可 得 到 图 8-27(a) 左 半 刚 架 的 内 力 和 位 
移 ， 而 右 半 刚 架 的 内 力 和 位 移 ， 可 根据 对 称 性 规律 求 得 ， 因 为 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 
下 ， 弯 矩 图 和 轴 力图 反对 称 ， 剪 力图 正 对 称 。 


(a) (b) 


图 8-27 ”奇数 跨 对 称 刚 架 承受 反对 称 荷载 情况 


8.7.2 ”偶数 跨 对 称 结构 


1. 对称 荷载 作用 

如 图 8-28(a) 所 示 的 刚 架 ， 在 对 称 荷载 作用 下 ， 变 形 是 正 对 称 的 ， 对 称 轴 上 的 C 截 面 没 
有 转角 位 移 和 水 平 位 移 ， 由 于 忽略 杆 件 CD 的 轴 向 变形 ， 所 以 也 没有 竖 向 位 移 。 杆 件 CD 没 
有 弯 矩 和 前 力 ， 我 们 可 以 取 图 8-28(b) 所 示 的 半 结 构 。 

2. 反对 称 荷 载 作用 

如 图 8-29(a) 所 示 刚 架 , 在 对 称 轴 上 , 柱 CD 没有 轴 力 和 轴 向 位 移 , 但 有 弯 矩 和 弯曲 变形 ， 
可 以 将 中 间 柱 分 成 两 根 柱 子 ， 分 柱 的 抗 弯 刚度 为 原 柱 的 一 半 ， 这 样 问 题 就 变 为 奇数 跨 的 问 
题 。 如 图 8-29(b) 所 示 ， 在 两 根 分 柱 之 间 增 加 了 一 跨 ， 但 其 跨度 为 零 。 半 结构 如 图 8-29(c) 所 


\ 
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示 ， 由 于 忽略 轴 向 变形 的 影响 ，C 处 的 支 杆 可 以 取消 ， 半 结构 一 般 取 图 8-29(d) 所 示 的 刚 架 。 
中 间 柱 CD 的 总 内 力 为 两 根 分 柱 的 内 力 之 和 。 由 于 两 根 分 柱 的 村 矩 、 剪 力 相同 ， 总 弯 矩 和 总 
剪 力 为 分 柱 弯 矩 和 前 力 的 两 倍 ， 又 由 于 两 根 分 杜 的 轴 力 数值 相同 而 正 负 号 相反 ， 故 总 办 力 
为 零 。 


(a (b) 
图 8-28 ”偶数 跨 对 称 刚 架 承 受 对 称 荷载 情况 


1 
如/ 
D 


ulm 


(0 (d) 
图 8-29 ”偶数 跨 对 称 刚 架 承 受 反 对 称 荷载 情况 


复习 思考 题 


1. 将 力 法 和 位 移 法 加 以 比较 : 二 者 的 基本 未 知 量 、 基 本 体系 和 基本 方程 有 什么 不 同 ? 
在 力 法 和 位 移 法 中 ， 分 别 以 什么 方式 满足 平衡 条 件 和 变形 连续 条 件 ? 

2. 力 法 只 能 用 于 求解 超 静 定 结构 ， 位 移 法 则 通用 于 分 析 静 定 结构 和 超 静 定 结构 ， 试 解 
释 其 中 的 原因 。 

3. 位 移 法 中 杆 端 弯 矩 、 杆 端 前 力 的 正 负 号 是 如 何 规定 的 ? 它们 与 材料 力学 中 弯 和 矩 、 剪 
力 正 负 号 的 规定 有 何 异 同 ? 

4. 满足 什么 条 件 时 ， 独 立 结 点 线 位 移 的 数目 等 于 使 其 相应 铵 结 体系 成 为 几何 不 变 所 需 
添加 的 最 少 链 杆 数目 ? 

5. 位 移 法 方程 的 实质 是 什么 ? 为 什么 位 移 法 方程 中 主 系数 方 恒 为 正 值 ? 而 副 系数 广 
和 自由 项 Re 可 正 可 负 ? 

6. 比较 位 移 法 典型 方程 和 直接 利用 平衡 条 件 求解 的 异同 。 
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7. 对 称 结构 在 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 作用 下 可 以 取 半边 结构 计算 ， 荷 载 不 对 称 的 时 候 
还 能 不 能 取 半 边 结 构 计 算 ? 

8. 对 称 结构 如 果 不 取 半边 结构 ， 而 直接 利用 原 结构 用 位 移 法 进行 求解 ， 能 否 利用 对 称 
性 进行 简化 ? 

9. 如 图 所 示 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ， 荷 载 具 有 特殊 性 ， 在 什么 情况 下 各 杆 的 弯 矩 均 


为 零 ? 
入 a 


复习 思考 题 9 图 
习 题 


8-1 确定 位 移 法 的 基本 未 知 量 数目 。 
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习题 8-1 
8-2 ” 写 出 杆 端 弯 矩 表达 式 及 位 移 法 基本 方程 。 
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第 8 章 位 移 法 
习题 8-2 
8-3 一 8-4 用 位 移 法 计算 图 示 连 续 梁 ， 并 绘制 其 弯 矩 图 。 
CN okNm 10kKN/m SOKN |IONN 
B SC B CE 
22811581 YE 如 a? 
2m 2m 2m 6m 3m _|_ 3m 2m 
习题 8-3 图 习题 8-4 图 

8-5 一 8-10 用 位 移 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 绘制 其 弯 矩 图 。 


10KN g=2.4kN/m 


3m 


习题 8-5 图 


chapter j 浇 
上 堪 


6kN/m 


C EA~— oo D 


gqg=20kN/m 
gq=20kN/m 


12m | | 


习题 8-10 图 


习题 8-9 图 
用 位 移 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 绘制 其 弯 矩 图 。E7 为 常数 。 


习题 8-11 


8-12 ” 试 作 如 图 所 示 刚 架 的 弯 和 矩 图 。 设 各 杆 且 为 常数 。 


F 


习题 8-12 图 


8-13 ”如 图 所 示 ， 等 截面 连续 梁 支 座 B 下 沉 20mm ， 支 座 C 下 沉 12mm ， 试 作 此 梁 的 弯 
矩 图 。 已 知已 =210GPa ，T=2xl104m4 。 
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A B C D 


习题 8-13 图 


8-14 刚 架 温度 变化 如 图 所 示 ， 横 梁 内 侧 外 侧 均 升 高 温度 上 ， 柱 子 温 度 没 有 变化 ， 试 绘 
制 其 弯 矩 图 。 刚 架 到 为 常数 。 

8-15 ”直接 利用 平衡 条 件 建 立 位 移 法 方程 求解 习题 8-6。 

8-16 图 示 刚 架 有 着 弹性 支 座 ， 试 绘制 其 弯 算 图。 其 中 站 为 杆 件 的 线 刚 度 ， 弹 性 支 座 刚 
度 k=4i/P 。 


习题 8-14 图 习题 8-16 
8-17 一 8 一 18 ”利用 对 称 性 作 图 示 刚 架 的 弯 和 矩 图 。 


SOkN 
号 
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习题 8-17 图 习题 8-18 图 
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学 习 目标 : 


@ 正确 理解 力矩 分 配 法 和 位 移 法 的 关系 及 力矩 分 配 法 的 适用 条 件 ， 理 解 力矩 分 配 法 
的 基本 概念 ， 熟 悉 多 结 点 的 力矩 分 配 ， 能 够 正确 计算 分 配 系数 。 

@ 能 够 熟练 运用 力矩 分 配 法 计算 多 结 点 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 在 荷载 作用 下 及 支 座 移 
动 下 的 内 力 。 

本 章 重点 : 

力 珑 分 配 法 的 基本 概念 (分 配 系数 、 传 递 系 数 ); 用 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 和 无 结 点 线 位 

移 刚 架 。 
本 章 难 点 : 
用 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 和 无 结 点 线 位 移 刚 架 。 


9.1 概 述 


前 面 介 绍 的 力 法 和 位 移 法 ， 是 求解 超 静 定 结构 的 两 种 基本 方法 ， 这 两 种 方法 都 要 求 建 
立 和 求解 典型 方程 。 当 未 知 数目 较 多 时 ， 解 联 立 方程 的 工作 是 非常 繁重 的 。 为 了 避免 组 成 
和 求解 联 立 方程 ， 人 们 又 寻求 便于 实际 应 用 的 计算 方法 ， 于 是 陆续 出 现 了 各 种 渐 近 法 。 本 
章 主要 介绍 其 中 应 用 较 广 范 的 力矩 分 配 法 、 无 前 力 分 配 法 和 剪 力 分 配 法 。 

力矩 分 配 法 和 无 前 力 分 配 法 都 是 以 位 移 法 为 基础 ， 采 用 逐次 渐 近 的 方法 ， 其 结果 的 精 
确 度 随 着 计算 轮 次 的 增加 而 提高 ， 最 后 收敛 于 精确 解 ， 而 每 一 轮 的 计算 都 是 按 同 一 步骤 进 
行 的 ， 每 一 步 都 有 明确 的 物理 意义 ， 因 而 便于 理解 掌握 ， 在 结构 设计 中 被 广泛 采用 。 力 矩 
分 配 法 适用 于 连续 染 和 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 ; 无 剪 力 分 配 法 适用 于 某 些 特殊 刚 架 ， 例 如 单 
跨 多 层 的 对 称 刚 架 在 反对 称 荷载 作用 下 的 内 力 计算 ; 剪 力 分 配 法 适用 于 无 结 点 角 位 移 的 结 
构 。 此 外 ， 各 种 方法 还 可 以 联合 应 用 。 
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结构 力学 


9.2 ”力矩 分 配 法 的 基本 原理 


9.2.1 力矩 分 配 法 中 的 几 个 概念 


第 8 章 在 推导 变 截面 杆 件 的 转角 位 移 方程 时 介绍 了 刚度 系数 、 传 递 系数 、 侧 移 刚度 等 
基本 概念 。 由 于 力矩 分 配 法 是 由 只 有 一 个 结 点 角 位 移 的 超 静 定 结构 的 几何 计算 问题 导出 的 ， 
主要 用 于 连续 梁 和 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 计算 ， 因 此 刚度 系数 、 传 递 系数 仍然 适用 ， 此 外 还 
要 用 到 分 配 系 数 的 概念 ， 现 系统 介绍 如 下 。 


1. 转动 刚度 (S; ) 


使 等 截面 直 杆 的 杆 端 发 生 单位 转角 时 在 该 杆 端 需要 施加 的 力矩 即 为 转动 刚度 ， 用 55 表 
示 。 转 动 刚度 表示 杆 端 对 转动 的 抵抗 能 力 ， 它 的 大 小 与 杆 件 的 线 刚度 二 E111 有关 ， 也 与 杆 
件 另 一 端的 支承 情况 有 关 。 当 B 端 (也 称 远 端 ) 为 不 同 支 承 情况 时 ，5,s 的 大 小 也 不 同 。 如 图 
9-1 所 示 ， 杆 件 4B 当 4 端 (也 称 近 端 ) 发 生 单位 转角 时 ， 在 4 端 需 施加 的 力矩 即 为 Sie 。 


远 端 固定 [图 9-1(a)]: Sp=4i (9-1) 
远 端 匀 支 [图 9-1(b)]: Sp=3i (9-2) 
远 端 滑动 [图 9-1(o)]: Sp=i (9-3) 
远 端 自由 [图 9-1(d)]: Sip=0 (9-4) 


2. 传递 系数 (Ci ) 


如 图 9-1 所 示 ， 当 杆 件 4 端 ( 近 端 ) 发 生 了 单位 转角 时 ，4 端 产 生 了 弯 矩 Me ， 称 为 近 端 
弯 矩 ， 同 时 在 B 端 ( 远 端 ) 也 产生 了 弯 矩 Ma。 ， 称 远 端 弯 和 矩 ， 将 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 之 比 称 为 
传递 系数 ， 用 G; 表示。 

对 图 9-1(a)， 远 端 B 为 固定 端 时 ， 杆 48B 从 4 端 向 B 端的 传递 系数 为 

Ma_l 
Ce My, 7 (9-5) 
对 图 9-1b)， 远 端 了 为 铵 支 时 ， 杆 4B 从 4 端 向 BB 端的 传递 系数 为 
Ma ' 
es -0 (9-6) 
对 图 9-1(c)， 远 端 B 为 定向 支承 时 ， 杆 4B 从 4 端 向 BB 端 的 传递 系数 为 


M, 
C,,=—24=-1 9-7 
a (9.7) 


利用 传递 系数 ， 远 端 弯 矩 可 由 近 端 弯 矩 求 出 ， 即 
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Sus=4ENI S43El! 
EI NN 
4 一 B 
4 1 有 
| 一 一 一 一 
(a) 远 端 固定 (b) 远 端 铵 支 
Sas=El 


(0) 远 端 滑动 (d) 远 端 自由 


9-1 转动 刚度 
3. 分 配 系数 (4 ) 


如 图 9-2(a) 所 示 的 刚 架 , 此 刚 架 由 三 根 等 截面 直 杆 组 成 并 刚 接 于 结 点 4。 设 外 力 偶 M 作 
用 于 结 点 4 上， 并 使 4 结 点 发 生 转 角 2, ， 即 各 杆 端 均 产 生 了 转角 9. ， 各 杆 端 在 4 端 


Map 
(a) 间 结 点 刚 架 (b) 4 结 点 平衡 
9-2 ”力矩 分 配 法 的 一 个 计算 单元 
产生 的 弯 矩 分 别 为 


Mc 3icO Sac 
Mp “ipO4 “SpO 


Ms=4iss01 -S104 
(9-9) 


取 4 结 点 作 隔 离 体 (图 9-2(b))， 由》 M0， 得 


即 Mst+M c+M p=M 
所 以 (SystSsctSp) =M (9-10) 
M M 
0 一 一 一 一 一 = 二 一 
Ss tet Ds 
A 
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结构 力学 
式 中 ， Ys 为 汇 交 于 4 结 点 的 各 杆 4 端 转动 刚度 之 和 。 
将 式 (9-10) 代 入 式 (9-9)， 得 


M,=<EM (9-11) 


由 =< 生 (9-12) 


Ly 称 为 分 配 系 数 。 式 中 可 分 为 B、C、D, 如 Hp 为 4B 在 4 端的 分 配 系数 ， 它 等 于 


杆 48 的 转动 刚度 与 交 于 4 点 的 各 杆 转动 刚度 之 和 的 比值 。 
式 (9-11) 可 统一 写成 下 式 : 
My=uyM (9-13) 
由 式 (9-13) 可 知 ， 作 用 于 结 点 4 的 外 力 偶 M 可 按 各 杆 的 分 配 系数 分 配给 各 杆 的 近 端 ， 
而 远 端 的 弯 矩 可 由 式 (9-8) 求 得 ， 它 等 于 近 端 弯 矩 乘 以 传递 系数 。 
下 面 以 单 结 点 结构 为 例 说 明 力矩 分 配 法 的 基本 运算 。 


9.2.2 ” 单 结 点 力矩 分 配 


图 9-3(a) 所 示 为 一 两 跨 连 续 梁 , 在 荷载 作用 下 各 杆 端 产生 了 弯 矩 MA、Ma、Mic、Me， 
下 面 用 力矩 分 配 法 计算 ， 步 又 如 下 。 

(1) 在 B 点 处 加 一 附加 刚 辟 , 阻止 其 转动 。 这 时 4B 和 BC 在 荷载 作用 下 单独 发 生变 形 。 
4B 杆 件 可 看 作 两 端 固定 的 单 跨 粱 ，BC 杆 件 看 作 一 端 固定 、 一 端 铵 支 的 单 跨 粱 ， 它 们 在 荷 
载 作用 下 分 别 产生 固 端 弯 矩 ME 、ME 、ME 、ME [图 9-3(b)]。 这 时 也 结 点 的 附加 刚 璧 上 的 
力矩 MA 可 由 B 结 点 平衡 求 得 : 


Ms=ME, + ME, 
M; 称 为 约束 弯 甜 或 不 平衡 力矩 ， 它 等 于 B 结 点 各 固 端 弯 算 之 和 ， 以 顺 时 针 为 正 。 
(2) 由 于 原 结构 在 B 点 没有 约束 ， 也 不 存在 M， ， 为 了 与 原 结构 等 效 ， 在 B 点 处 附加 一 
反 向 的 Ms [图 9-3(c)]， 以 抵消 附加 刚 璧 的 作用 。 外 力 偶 -Ms 作用 于 结 点 B 处 , 使 48B 与 BC 
杆 在 卫 端 产生 弯 矩 Ms 、Msc ， 称 为 分 配 弯 矩 ， 可 由 式 (9-13) 求 得 ;同时 远 端 4、C 截面 也 
产生 弯 矩 M's 、 ML ， 称 为 传递 弯 矩 ， 可 由 式 (9-8) 求 得 。 
(3) 将 以 上 两 种 情况 的 弯 矩 进行 琶 加 ， 即 为 图 9-3(a) 情 况 下 的 弯 矩 ， 即 


\ 


Ms—ME,+M’s 
Mpas=ME,+M’, 
Me=ME AHM 
Mos=ME, AHMO 
将 以 上 两 种 情况 所 得 的 各 杆 固 端 弯 和 矩 、 分 配 弯 和 矩 、 传 递 弯 和 矩 姜 加 ， 即 得 到 各 杆 的 最 后 
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(b) 固定 结 点 B 
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(©) 放松 结 点 B 


图 9-3 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 


例 9-1 试 作 如 图 9-4(a) 所 示 连 续 梁 的 弯 矩 图 。 
解 : (1) 固定 结 点 。 在 B 结 点 上 附加 一 刚 辟 [ 图 9-4(b)]， 计 算 各 杆 分 配 系 数 、 固 端 弯 矩 。 
El 
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二 d+ 7 
i 3i _3 
Hsc a 
SS dt3 7 
Wi = = -04 oi 
8 8 
5 = L404 _ 20kN.m 
8 8 
2 2 
Mi = = =_40kN.m 
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7 pie 
(2) 放松 结 点 B，B 结 点 上 的 不 平衡 力矩 Ms =~40+20=-20kN.m ,将 其 反 号 后 加 在 B 
结 点 上 [图 9-4(c)]， 计 算 分 配 弯 矩 、 传 递 弯 矩 。 


0 = pu(-Ma)=3x20=11.43KN.m 


WM = /pc (Ms) =3x20=8 57KN.m 
80 
M's = CoM =Jx 5 71kKN-.m 


Mo =Cu + Mic =0 
(3) 将 以 上 两 结果 县 加 ， 即 得 到 最 后 的 杆 端 弯 和 矩 。 
Ms = MSs + M's =-20+5.71=-1429KN.m 
Ma = ME + M%, =31.43KN.m 
Msc =ME +M =-40+8.57=-31.43KN.m 
Ma =ME + M's =0 
弯 矩 图 如 图 9-4(d) 所 示 。 
上 述 计算 过 程 可 直接 写 在 图 下 面 的 表格 内 ， 如 图 9-4(e) 所 示 。 


40k 
证 20kN/m 


(a) 原 结构 
(d) 弯 算 图 kN*m) 


“fF) 和 


MM 图 (KN*m) 


分 配 系数 4 |3# 
: 固 端 弯 矩 ”| -20 20 |-40 0 
(b) 固定 结 点 B 
-20 分 配 和 传递 | 571 一 1143 | 857 一 0 
人 站 最 后 弯 符 ”|-1429 ”31.43| -31.43 0 
(©) 必 检 结 点 B (e) 弯 矩 的 分 配 与 传递 
图 9-4 例 9-1 图 


例 9-2，” 试 作 如 图 9-5(a) 所 示 刚 架 的 过 和 矩 图 。 
解 : (1) 固定 节 结 点 。 在 4 结 点 上 附加 一 刚 臂 [图 9-5(b)], 计算 各 村 分配 系数 、 固 端 弯 矩 。 


s 4x 二 
一 =0.33 
0 
4 4 
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15kN/m 40kN 


4m 


(d) 膏 甜 图 (KN*m) 


AB _ AC AD 


固 端 弯 矩 
141.67 
We 一 


(e) 分 配 传递 过 程 
9-5 例 9-2 


2E1 
Se 及 训 
Hc = 一 -一生 一 一 = 一 一 一 一 一 一 一 0.17 
Sots ts ax EL 3 
wm 
Ho- + =0;5 
Sti 4x 芯 ;和 3 二 
4 4 4 
2 2 
ME = 对 =-Jx4 -20kN.m 
议和 而 
2 2 
5 = = -20KN-m 
二 
Mr -_ 3- 3x40x4 30kN mm 
16 16 


MD 0 0 三 站 
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(2) 放松 结 点 4, 4 结 点 上 的 不 平衡 力矩 M, =-30+20=-10KN.m， 将 其 反 号 后 加 在 4 
结 点 上 [图 9-5(c)]， 计 算 分 配 弯 矩 、 传 递 弯 天 。 
M's = Jug ‘CMD) = 了 x10=3333KN mn 


Mp = pp CM)=3x10=5kN-m 
Mc = psc CM) = 二 xl10=1L67TKN mm 


MU = CoM -了 333=1G7KRN 


ML = CicMe =-1x1.67=-1.67KN.m 
M2 =0 
(3) 将 以 上 两 结果 受 加 ， 即 得 到 最 后 的 杆 端 弯 矩 。 
Ms = Ms + M's =20+3.33=23.33KN.m 
Ma = ME, +M =-20+167=-18.33KN.m 
Mp =MB + M's =-30+5=-25SKN.m 
Mm = ME, +M =0 
Msc = MEc + M'c =0+1.67=167KN:m 
Me =ME, + Mi =0-167=-1.67KN:m 
弯 矩 图 如 图 9-5(d) 所 示 。 
将 上 述 计算 过 程 写 在 图 上 ， 如 图 9-5(e) 所 示 。 


9.3 用 力矩 分 配 法 计算 连续 粱 和 无 侧 移 刚 架 


9.2 节 通 过 只 有 一 个 结 点 的 结构 ,介绍 了 力矩 分 配 法 的 基本 概念 。 对 于 具有 多 个 结 点 转角 
和 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 ， 只 要 依次 对 每 个 结 点 应 用 上 节 所 述 的 基本 运算 ， 经 过 几 次 循环 后 便 
可 求 得 杆 端 弯 矩 的 渐 近 解 。 下 面 结合 一 等 截面 连续 梁 [ 图 9-6(a)] 说 明 力矩 分 配 法 的 计算 过 程 。 

该 连续 梁 有 两 个 结 点 角 位 移 ， 用 力矩 分 配 法 可 按 下 述 步骤 进行 。 

第 一 步 : 在 结 点 BB、 结 点 C 处 加 上 附加 刚 臂 [图 9-6(b)]， 阻 止 结 点 的 转动 ， 这 时 连续 梁 
变 成 了 三 根 单 跨 超 静 定 梁 的 组 合体 ， 计 算 各 杆 的 固 端 弯 矩 。 


全 
和 
12 这 
2 2 
ee 
12 12 
下 | 
ME =0ME5 =0 
Pl 20x6 
ME =- 一 =- 一 全 =-15KN.m 
8 8 
Pl 20x6 
Mi =- 二 -人 SN m 


10kN/m 20kN 


6m 


” (@) 原 结构 


10kKN/m M2130 mals a0 
‘in 娘 | 
分 配 系数 05 05 05 05 
固 端 弯 逢 ”30 +30 0 +15 
(b) 国 定 结 上 
-Ms=—30 
pp、 
分 配 弯 逢 一 15 ?各 15、 
传递 弯 抵 75 75 
(ce) 放 松 结 点 B 
—Mc=+22.5 
Bp、 
分 配 弯 矩 1125 TS 
传递 弯 矩 5.625 
i 点 C， 固 定 结 点 B 
.625 
Pp、 
二 人 站 RD 
分 配 弯 条 22.81 ”2.81 A 
传递 弯 矩 4 ~ 


分 配 刘 抢 ,27 707 
传递 弯 矩 


固定 结 点 8、 结 点 C， 计 算 固 端 弯 矩 
系数 及 结 点 B、 结 点 C 的 不 平衡 弯 矩 
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、 分 配 


放松 结 点 8， 进行 第 一 次 弯 矩 的 分 配 及 传递 


放松 结 点 C、 固 定 结 点 9， 进 行 第 一 
分 配 及 传递 


放松 结 点 B、 固 定 结 点 C， 进 行 第 二 
分 配 及 传递 


放松 结 点 C、 固 定 结 点 8， 进 行 第 二 
分 配 及 传递 


分 配 系数 05|05 05 |05 
固 端 弯 矩 -30 +30 | 0 0 | -15 +15 
结 点 8 分 配 和 传递 |-75 一 -15 |-15 一 一 -75 
结 点 C 分 配 和 传递 5.625 一 11.25 |11.25 一 5.625 
结 点 8 分 配 和 传递 |-1.41 一 一 -2.81 | -2.81 一 一 -1.41 
结 点 C 分 配 和 传递 035 一 070 | 070 一 035 
结 点 8 分 配 和 传递 | 009 一 一 0.175 上 0.175- 一 一 0.09 
结 点 C 分 配 和 传递 0.02 =—— 004 | 004 一 002 
最 后 弯 矩 -3900 12.01|-11.99 299|-301 2099 


(8g) 分 配 、 传 递 过 程 


9-6 “力矩 分 配 法 计算 连续 梁 的 过 程 


然后 计算 结 点 B、 结 点 C 上 的 不 平衡 力矩 : 


次 弯 矩 的 


次 弯 矩 的 


次 弯 矩 的 


要 4 
1 
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Ms =M2 + Myc =30kN.m 
Meo=Mis + Mi =-15kKN-:m 

第 二 步 : 为 了 抵消 附加 刚 辟 作 用 ， 必 须要 放松 结 点 B、 结 点 C， 在 此 采用 各 结 点 轮流 放 
松 的 方法 。 假 设 先 放 松 结 点 了 ， 结 点 C 仍然 固定 ， 即 在 结 点 B 处 反 号 加 上 不 平衡 力矩 M; ， 
将 其 进行 分 配 传递 [图 9-6(c)]， 这 时 结 点 C 的 不 平衡 力矩 为 -15-7.5=-22.5 kKN.m， 结 点 B 
暂时 获得 了 平衡 。 

第 三 步 : 将 结 点 B 固定 ， 放 松 结 点 C， 即 在 结 点 C 处 反 号 加 上 不 平衡 力矩 22.5SKN .my， 
并 进行 分 配 、 传 递 [图 9-6(d)]， 结 点 C 暂时 获得 了 平衡 。 

第 四 步 : 由 于 放松 结 点 C， 使 结 点 上 又 有 了 新 的 不 平衡 力矩 5.625 kN.m ， 将 结 点 C 
重新 固定 [图 9-6(e)]， 放 松 结 点 B， 按 同样 的 方法 进行 分 配 、 传 递 等 。 如 此 反复 地 将 各 结 点 
轮流 固定 、 放 松 ， 不 断 地 进行 力矩 的 分 配 和 传递 ， 则 不 平衡 力矩 的 数值 将 越 来 越 小 ， 直 到 
小 到 可 以 忽略 不 计时 ， 可 以 认为 各 结 点 已 达到 了 平衡 状态 。 

最 后 将 各 杆 端的 固 端 弯 和 矩 、 每 次 的 分 配 弯 矩 、 传 递 弯 矩 县 加 ， 便 可 得 到 各 杆 的 杆 端 

上 述 计算 过 程 可 列 于 图 9-6(g) 所 示 的 表格 中 。 

下 面 再 举 两 道 例 题 。 

例 9-3 用 力矩 分 配 法 计算 如 图 9-7(a) 所 示 的 连续 梁 ， 并 绘 M 图 。 

解 : 由 于 48 部 分 的 内 力 是 静 定 的 , 可 将 荷载 所 产生 的 弯 和 矩 和 前 力作 为 外 力 加 在 B 结 点 
上 ， 如 图 9-7(b) 所 示 。 

(1) 将 C、D、 五 各 结 点 加 上 附加 刚 臂 ， 计 算 固 端 弯 矩 即 分 配 系 数 。 

ME =-20kN:m, M5, =-10KN.m 
局 50x4 


Pl S50x4 
ME =- 一 = =-2SKN.m，MF_ = 一 = =25kKN.m 
人 8 
站 2 2 区 
二 
和 从 12 过 
2 2 2 和 
li 
12 i2 12 i 
1 2 
3x— 4x 二 
/= Se _ 3 -0.33， 厨 = 一 一 = 一 一 全 二 =067 
So + So 3x=+4x 二 Sca + Son 3 
Ss 4x3 qd 
Hpc 全 到 0.6, Hpz 二 A =0.4 
Soc + Soe 二 二 二 Soc + Soe 4x 了 +4x 
过 2 
4x 一 4x— 
SEp 6 Spr 4 
is = =0.4, jr E =0.6 
Si 二 Sm 入 和 2 SEp + Ser 4 4 
(2) 将 结 点 轮流 放松 ， 进 行 力矩 的 分 配 和 传递 。 为 了 使 计算 时 收敛 较 快 ， 分 配 宜 从 不 平 
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衡 力矩 数值 较 大 的 结 点 开始 ， 可 先 放松 结 点 C。 由 于 放松 结 点 C 时 ， 结 点 D 是 固定 的 ， 所 
以 可 以 同时 放松 结 点 EE。 因 此 ， 凡 不 相 邻 的 各 结 点 每 次 均 可 同时 放松 ,这样 便 可 加 快 收敛 的 
速度 。 整 个 计算 过 程 见 图 9-7(c)。 

(3) 计算 杆 端 最 后 弯 矩 ， 并 绘 弯 矩 图 [图 9-7(d)]。 


1O0KN 50KN 
15kN/m 


10kN/m 


2 3 2 2 6 4 
FT - | 了 | 
(a) 原 结构 


10kN SOkN 


10kN/m 


| 3m 2 2m 6m | 4m | 


(b) 等 效 结构 图 


分 配 系数 033 | 067 0.6 | 04 0.4 | 0.6 
固 端 弯 算 -20 -10|-25 +25 | -30 30 | -20 +20 
0 一 1467|2333 


-14 一 -2.8|-187 一 -093 
0—— 047|093 一 047|019 一 _037|056 一 028 
-020 一 -039|-026 一 -013 
=0071013 ~ —0.05| 0.08_ 
最 后 弯 矩 -20 ”2.20| -2.20 33.94| 一 33.94 25.36 |- 25.36 17.28 
(0) 力矩 分 配 与 传递 过 程 


33.94 


M 图 (KN*m) 


(d) 弯 年 图 (kN*m) 
图 9-7 例 9-3 图 


例 9-4 用 力矩 分 配 法 计算 如 图 9-8(a) 所 示 的 刚 架 ， 并 绘 M 图 。 
解 : (1) 将 结 点 B、 结 点 C 固定 ， 计 算 分 配 系 数 及 固 端 弯 矩 。 令 
| 
6 
5 4x1 1 


StS tom 4xl+4xl+4xl 3 


结 点 B: kaa = 
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chapter 赦 


结构 力学 
Spc 4x1 1 
= 匡 四 
SS 于 4 3 
Sa 4x1 1 
WO a 全 
ai+TSac+Sar 4xl+4xl+4xl 3 
Scs 4x1 4 
Hcp = 一 一 一 = 一 一 一 一 = 一 
SstSotSs 4xlr3xl+d4xl 1l 
结 点 C: 着 二 Sep 加 3x1 _ 和 
See+Somo+Sr 4xl+3xl+4xl 11 
Scr 4x1 4 
Her = 二 过 四 
ce+So+Scr 4xl+3xl+4xl 11 
2 1 
M5 = S06 G0-m, Mi, Pl 30%6 _ Gog.m 
F dgP 30x6’ 5 gh 30x6 
三 二 二 二 二 =-90KN.m, M”=- 一 = -90KN.m 
BC 1 了 2 = 
80KN 30kN/m 
三 
E 
3m 3m ， 6m 6m 
| 
BA BE BC CB CF CD 
4 D 
固 端 弯 矩 -60 
分 配 、 传 递 林 给 ”一 , 
最 后 村 矩 -52.04 75.92 |15.92 -91.84 0 
F -1636 
图 9-8 例 9-4 图 


由 | chapter 
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(2) 将 结 点 了、C 两 结 点 轮流 放松 ， 进 行 力矩 的 分 配 和 传递 ， 计 算 过 程 见 图 9-8(b)。 
(3) 计算 杆 端 最终 弯 矩 ， 并 绘 M 图 [图 9-8(c)]。 


9.4 无 剪 力 分 配 法 


9.3 节 所 讲 的 力矩 分 配 法 可 用 于 计算 无 侧 移 的 刚 架 。 对 于 有 侧 移 的 刚 架 ， 且 符合 某 些 特 
定 条 件 时 ， 可 采用 无 剪 力 分 配 法 。 


9.4.1 无 剪 力 分 配 法 的 应 用 条 件 


下 面 以 单 跨 对 称 刚 架 在 反对 称 荷载 作用 下 的 半 刚 架 为 例 来 说 明 这 种 方法 。 如 图 9-9(a) 
所 示 , 刚 架 上 作用 着 水 平 结 点 荷载 , 计算 时 常 将 荷载 分 解 为 对 称 [图 9-9(b)] 和 反对 称 荷载 
[图 9-9(c] 分 别 求解 。 在 对 称 荷载 作用 下 ， 刚 架 中 不 会 产生 弯 矩 ， 故 只 对 刚 架 进行 反对 称 荷 
载 作 用 下 的 计算 。 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 各 结 点 不 仅 有 角 位 移 ， 还 有 线 位 移 ， 这 时 可 取 半 
个 刚 架 [图 9-9(d)]， 用 下 面 的 无 剪 力 分 配 法 计算 。 

在 图 9-9(d) 中 ， 各 横梁 BC、DE、FG 虽 有 水 平 位 移 但 两 端 并 无 相对 线 位 移 ， 这 类 杆 件 
称 为 两 端 无 相对 线 位 移 的 杆 件 。 各 柱 48B、BD、DF 两 端 虽 有 相对 侧 移 ， 但 由 于 链 杆 支 座 C、 
E、G 处 并 无 水 平反 力 ， 所 以 各 柱 的 剪 力 是 静 定 的 ， 各 柱 的 剪 力 如 图 9-9(e) 所 示 。 这 类 杆 件 
称 为 剪 力 静 定 杆 件 。 


P/2 P/2 P/2 
P/2 P/2 P/2 
P/2 P/2 P/2 


(6) 反对 称 荷载 
P/2 


Pp 


3P/2 


(d) 半 网 架 《加 冯 图 
图 9-9 单 跨 对 称 刚 架 
所 以 ， 无 前 力 分 配 法 的 应 用 条 件 是 : 刚 架 中 除 两 端 无 相对 线 位 移 的 杆 件 外 ， 其 余 杆 件 
都 是 剪 力 静 定 杆 件 。 
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9.4.2” 剪 力 静 定 杆 的 固 端 弯 矩 


计算 如 图 9-10(a) 所 示 的 半 刚 架 时 ， 与 力矩 分 配 法 一 样 ， 可 分 为 以 下 两 步 : 第 一 步 
是 固定 结 点 ， 加 附加 刚 臂 ， 以 阻止 结 点 的 转动 ， 但 不 阻止 线 位 移 [图 9-10(b)]， 求 各 杆 
端 在 荷载 作用 下 的 固 端 弯 矩 : 第 二 步 是 放松 结 点 [图 9-10(c)]， 使 结 点 产生 角 位 移 和 线 
位 移 ， 求 各 杆 的 分 配 弯 矩 和 传递 弯 矩 。 将 以 上 两 步 所 得 的 杆 端 弯 矩 二 加 ， 即 得 原 刚 架 
的 杆 端 弯 矩 。 


EE 
1 


(a) 原 结构 (b) 固定 8 结 点 (©) 放松 B 结 点 。(d) 48 杆 件 的 受 力 状态 
图 9-10 ”前 力 静 定 杆 的 固 端 弯 矩 


在 计算 4B8 杆 件 的 固 端 弯 窍 时 ， 因 4B 杆 的 剪 力 是 静 定 的 ， 在 顶点 B 处 的 剪 力 为 零 ， 所 
以 4B 杆 件 的 受 力 状态 与 图 9-10(d) 所 示 下 端 固定 、 上 端 滑 动 的 杆 件 相 同 ， 则 48B 杆 件 的 固 端 
弯 矩 可 根据 表 8-1 查 得 ， 即 


2 
”4 
和 于 而 


4B 杆 件 两 端的 前 力 为 
Qu=0, 0u=g 

对 于 多 层 的 情况 ， 如 图 9-11(a) 所 示 各 梁 均 为 两 端 无 相对 线 位 移 的 杆 件 ， 各 竖 杆 为 前 力 
静 定 杆 件 ， 固 定 结 点 B、C、D， 阻 止 其 转动 ， 不 阻止 其 线 位 移 [图 9-11(b)]。 任 取 其 中 一 柱 
BC， 其 受 力 状态 如 图 9-11(c) 所 示 ， 可 将 其 看 作 下 端 固定 、 上 端 滑动 的 杆 件 ， 柱 项 C 处 的 前 
力 为 q1 ， 因 此 对 于 BC 杆 件 ， 其 两 端 固定 的 固 端 灾 垂 可 按 图 9-11(c) 所 示 的 情况 求 出 。 因 此 
可 推 知 ， 无 论 刚 架 有 多 少 层 ， 其 中 各 层 柱 子 均 可 视 为 上 端 滑 动 、 下 端 因 定 的 杆 件 ， 除 本 身 
可 承受 的 荷载 外 ， 柱 项 还 承受 剪 力 ， 其 值 等 于 柱 项 以 上 各 层 所 有 水 平 荷 载 的 代数 和 ， 这 样 
便 可 根据 表 8-2 计算 各 柱 的 固 端 杰 矩 。 
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ql 


(a) 多 层 刚 架 (b) 固定 结 点 B、 结 点 C、 结 点 D (ce) BC 杆 件 的 受 力 状态 
图 9-11 多 导 层 刚 架 剪 力 静 定 杆 的 固 端 弯 矩 


9.4.3” 零 剪 力 杆 件 的 转动 刚度 和 传递 系数 


在 图 9-10(c) 所 示 的 半 刚 架 中 ,放松 结 点 B, 即 在 结 点 B 处 反 号 加 上 一 不 平衡 力矩 [图 9-12(a)]。 
由 于 横梁 BC 中 无 轴 力 ， 所 以 4B 杆 各 截面 的 前 力也 为 零 ， 称 为 零 前 力 杆 件 。4B 杆 件 的 受 
力 情 况 视 为 一 悬臂 杆 件 [图 9-12(b)]， 结 点 B 既 有 转角 ， 又 有 侧 移 ， 在 结 点 B 发 生 转 角 时 ， 
杆 端 力 偶 为 
Mp4 = ispOp» Ma = 一 Ma 
所 以 零 前 力 杆 件 的 转动 刚度 为 


传递 系数 为 


(a) 放 松 B 结 点 
图 9-12 零 剪 力 杆 的 转动 刚度 与 传递 系数 


由 上 可 见 ， 在 固定 结 点 时 ，4B 柱 的 剪 力 为 静 定 的 ， 在 放松 结 点 时 ， 将 B 端的 分 配 弯 矩 
乘 以 -1 的 传递 系数 传 到 4 端 ， 因 此 弯 矩 沿 4B 杆 的 全 长 为 常数 ， 而 剪 力 为 零 。 这 样 ， 在 力 
和 矩 的 分 配 和 传递 过 程 中 ， 柱 中 原 有 的 剪 力 将 保持 不 变 而 不 增加 新 的 剪 力 ， 所 以 这 种 方法 称 
为 无 剪 力 分 配 法 ， 它 们 的 转动 刚度 和 传递 系数 按 式 (9-14)、 式 (9-15) 计 算 。 
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例 9-5 ”试用 无 剪 力 分 配 法 计算 如 图 9-13(a) 所 示 的 刚 架 。 
解 : 由 于 刚 架 为 对 称 刚 架 ， 将 荷载 分 解 为 正 对 称 和 反对 称 两 种 情况 [图 9-13(b)、(c)]， 
其 中 正 对 称 情况 不 需要 计算 ， 对 反对 称 取 其 半 刚 架 进 行 计算 [图 9-13(d)] 。 
(1) 计算 固 端 弯 矩 。 
(2) 立柱 4B、BC 为 前 力 静 定 杆 件 ， 其 剪 力 为 
Qsc =20kN, Oss =40KN 


固 端 膏 矩 为 
Me = Msge = x20x4=-40KN-m 
Ma = Mg =-3x40x4=-80KN.m 


(3) 计算 分 配 系数 。 


C 结 点 : S53 =1 Ss=i 
Ha = 2 
和 
We = So i 0077 
tis I2ti 
B 结 点 : kD 0 - 二 二 三 区 
3 -_2i _0g 
WE StSsctSp 12i+i+2 
Le = _-” -0067 
人 
7 0.133 


SS 2 
(4) 力矩 的 分 配 与 传递 。 
计算 过 程 如 图 9-13(e) 所 示 ， 最 后 的 弯 矩 图 如 图 9-13( 所 示 。 


40kN C 20kN 20kN 20kN 20kN 


20kN 20kN 20kN 20kN_ 


| 


(a) 原 结构 (b) 对 称 荷 载 (c) 反对 称 荷载 


9-13 例 9-5 图 
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025 049| 295 


-3544 一 63.51| 98.9 


-80 |4 
-到 -16 TF 
9649 96.49 -049 
MM 图 (KN*m) 一 %.49 
(e) 计算 过 程 (D 弯 矩 图 kN"m) 


图 9-13 例 9-5 图 ( 续 ) 
9.5 ” 剪 力 分 配 法 


对 于 无 结 点 角 位 移 的 结构 ， 工 业 厂 房 中 的 铵 结 排 架 、 横 梁 刚 度 无 限 大 的 刚 架 ， 可 用 前 
力 分 配 法 进行 计算 。 


9.5.1 ” 柱 项 有 水 平 荷载 作用 的 匀 结 排 架 


如 图 9-14(a) 所 示 的 排 架 ， 柱 与 横梁 较 结 ， 柱 下 端 为 固定 端 ， 各 柱 的 高 度 分 别 为 
及、 用、 及 ， 弯 曲 刚度 分 别 为 EI、EL、ELs ， 柱 项 有 水 平 荷载 作用 ， 忽 略 梁 的 轴 向 变形 ， 下 
面 用 剪 力 分 配 法 绘制 该 排 架 的 弯 矩 图 和 剪 力 图 。 

由 于 忽略 横梁 的 轴 向 变形 ， 在 水 平 荷载 作用 下 ， 三 根 柱 的 柱 项 有 水 平 线 位 移 且 相等 ， 
现在 在 柱 顶 加 一 水 平 链 杆 阻止 该 水 平 线 位 移 [图 9-14(b)]。 当 各 柱 顶 发 生 单位 水 平 位 移 时 , 各 
柱 顶 的 前 力 分 别 为 


3EL 3 
1 
G3 地 (9-14) 
2 pp 不 

过 2 
i 
Ve 


和 
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El 


式 中 ，i = 一 上 (i=1,2,3) ， 为 柱 的 线 刚度 。 


h 


Qh 


Osh 
(二 离 体 平衡 (d) 侧 移 刚度 系数 。 (e) 前 力 分 配 及 订 拖 闸 ” 


9-14” 久 结 排 架 的 剪 力 分 配 
当 各 柱 顶 发 生 相 同 的 水 平 位 移 4 时 ， 各 柱 的 剪 力 为 


3 
d= 
3 
= 六 4 (9-15) 
让 
2= 姑 4 
由 平衡 条 件 ， 各 柱 顶 前 力 之 和 应 等 于 P[ 图 9-14(c)]， 即 
Q+Q+Q=P (9-16) 
由 式 (9-15)、 式 (9-16)， 得 
令 
3 
= P j=1,2,3 55 
人 
让 及 局 
3 
本 = (9-18) 
则 式 (9-17) 可 写 为 
OPpp (F123) (9-19) 
ZI 
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ce 

由 式 (9-19) 可 知 ， 各 柱 顶 剪 力 ,与 剪 力 qd 成 正比 ， 且 水 平 荷载 P 按 各 柱 qj 的 比例 

分 配给 各 柱 。 这 里 ，d 称 为 侧 移 刚 度 系数 [图 9-14(d)]，4% 为 剪 力 分 配 系 数 ， 即 在 柱 顶 

水 平 荷载 作用 下 ,各 柱 项 的 剪 力 可 按 各 柱 的 剪 力 分 配 系数 将 进行 分 配 求 得 ， 由 于 

弯 和 矩 零 点 在 柱 项 ， 从 而 可 由 前 力求 得 弯 甜 ， 这 种 方法 称 为 剪 力 分 配 法 。 绘 出 其 弯 和 矩 图 
[图 9-14(e)]。 


式 中 


(9-20) 


9.5.2 ”横梁 刚度 无 限 大 时 刚 架 的 剪 力 分 配 


如 图 9-15(a) 所 示 的 刚 架 ， 横 梁 刚 度 无 限 大 ， 柱 项 作用 水 平 力 P， 用 位 移 法 计算 时 ， 该 
结构 无 结 点 角 位 移 , 只 有 水 平 线 位 移 4。 对 两 端 无 转角 的 柱 , 当 柱 顶 发 生 单位 水 平 线 位 移 时 ， 
柱 顶 的 剪 力 为 


令 q = 字 ，d 称 为 两 端 无 转角 柱 的 侧 移 刚度 系数 [图 9-15(b)]。 


(©) 隔离 体 平衡 


图 9-15 横梁 刚度 无 限 大 时 的 计算 
当 各 柱 顶 侧 移 均 为 4 时 ， 各 柱 的 剪 力 为 


2 =2.4=44 (921) 
由 平衡 条 件 ， 各 柱 顶 的 剪 力 之 和 应 等 于 P[ 图 9-15(c)]， 即 

Q+QO,+Q=P (9-22) 
由 式 (9-21)、 式 (9-22) 得 


h 
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全 < 2 = 六 :PP (=1,2,3) (9-23) 


由 式 (9-23) 可 知 ， 对 横梁 刚度 无 限 大 的 刚 架 ， 柱 项 有 水 平 荷载 时 ， 各 柱 顶 的 前 力也 可 按 
各 柱 的 侧 移 刚度 系数 之 比 ， 即 剪 力 分 配 系数 ， 将 水 平 荷载 P 进行 分 配 求 得 。 由 剪 力 求 弯 矩 
时 ， 应 注意 由 于 柱 上 端 无 转角 ， 弯 和 矩 图 的 特点 是 柱 中 点 的 弯 算 为 零 ， 柱 上 下 端的 弯 矩 是 等 
值 反 向 的 。 利用 这 个 特点 , 可 由 前 力求 得 各 柱 两 端 弯 矩 为 M = On/2, 从 而 可 绘 出 柱 的 弯 矩 图 
[图 9-15(d9)]。 由 结 点 的 平衡 ， 可 求 出 梁 端 弯 矩 。 


9.5.3” 柱 间 有 水 平 荷载 作用 时 的 计算 


对 镶 结 排 架 以 及 横梁 刚度 无 限 大 的 刚 架 [图 9-16(a)],， 如 果 荷载 作用 在 柱 间 , 仍 可 用 剪 力 
分 配 法 进行 下 列 计算 ， 步 又 如 下 : 

(1) 现在 柱 顶 加 一 水 平 链 杆 [图 9-16(b)]， 阻 止 水 平 线 位 移 ， 由 表 8-1 可 查 出 此 时 承受 荷 
载 的 柱 的 柱 顶 端 前 力 CF ， 进 而 求 出 附加 链 杆 的 约束 反 力 五 。 

(2) 将 五 , 反 向 加 在 原 结构 上 [图 9-16(c)]， 此 时 可 用 剪 力 分 配 法 进行 计算 。 

(3) 将 图 9-16(b)、(c) 两 种 情况 下 的 内 力 琶 加 ， 即 得 原 结构 的 解 。 


(a) 原 结 构 (b) 第 一 步 (c) 第 二 步 
图 9-16 ” 柱 间 有 荷载 的 剪 力 分 配 


例 9-6 ”试用 前 力 分 配 法 计算 图 9-17(a) 所 示 的 排 架 ，P=10kN。 


EE 
=- 16 -04675 
Tp 
2 
1! 16 6 64 
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i 
罗 = 一 6 一 =0.4156 
3 1 3 
Ey 
16 6 64 
2 
64 - 
思 = 村 名 =0.1169 
时 
16 6 64 


(2) 计算 各 柱 前 力 [图 9-17(b)]。 
Q. = 由 :P=0.4675x10=4.67SKN 


QO, = 如 :P=0.4156x10=4.156kKN 
Q,=4:P=0.1169x10=1.169kN 
(3) 计算 杆 端 弯 矩 。 
Mi =O =4675Sx4=18.70kKN.m 
M,=0Q,:h, =4.156x6=24.94kN.m 


M; =Q,:h =1.169x8=9.35kN.m 
(4) 绘制 弯 矩 图 [图 9-17(c)]。 


1870 ~ 2494 、 935、 
(a) 原 结构 (b) 柱 项 剪 力 (c) 闪失 图 (KN*m) 


9-17 例 9-6 


例 9-7 ”试用 剪 力 分 配 法 计算 图 9-18(a) 所 示 的 刚 架 。 

解 : (1) 在 柱 项 加 水 平 链 杆 [图 9-18(b)]， 求 链 杆 的 约束 反 力 五 。 

画 出 48 柱 的 弯 矩 图 ， 固 端 前 力 O =-P/2=-10kKN 。 由 下 =0， 得 链 杆 的 约束 反 力 
瓦 =-10KN。 

(2) 将 链 杆 的 约束 反 力 五 反 向 加 在 原 结 构 上 ， 用 剪 力 分 配 法 计算 。 
i 如 = 一 2 05， 由 =025 


a 1+2+1 
Ea 
j=l 
柱 顶 前 力 : Q =O, = 由 :五 =0.25xl10=2.5KN 
O@ = 征 : 瓦 =05x10=50KN 
柱 端 弯 矩 ， M, = M; =-0.2=25x4=-5Nm 


要 
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M, =-0O, = -5x4 10Nm 


绘 出 弯 窍 图 ， 如 图 9-18(c) 所 示 。 
(3) 三 加 图 9-18(b)、(c) 即 得 最 终 弯 算 图 [图 9-18(d)]。 


Lhd el 


(b) 柱 顶 附加 不 动 较 时 弯 算 图 (KN*m) 
5 


5 II ,10 


(0) 矿 单 独 作用 时 弯 算 图 kN*m) (d) 最 后 膏 矩 图 (KN*m) 


9-18 例 9-7 


复习 参考 题 


1. 力矩 分 配 法 中 对 杆 件 的 固 端 弯 矩 、 杆 端 弯 矩 的 正 负 号 是 怎样 规定 的 ? 

2. 什么 叫 转动 刚度 ? 它 与 哪些 因素 有 关 ? 什么 叫 分 配 系 数 ? 为 什么 在 一 个 结 点 上 各 杆 
的 分 配 系数 之 和 等 于 1? 

3. 结 点 上 的 不 平衡 力矩 (约束 力矩) 与 该 结 点 的 固 端 弯 矩 有 何 关 系 ? 为 什么 要 将 约束 力 
矩 变 号 后 才能 进行 分 配 ? 

4. 什么 叫 传递 弯 矩 和 传递 系数 ? 传递 系数 如 何 确定 ? 

5. 力矩 分 配 法 的 计算 过 程 为 什么 是 收敛 的 ? 

6. 在 多 结 点 力矩 分 配 中 ,“ 松 开 ” 结 点 的 顺序 不 同 ， 对 杆 端 弯 矩 值 有 无 影响 ? 欲 使 分 配 
收敛 快 ， 应 从 什么 结 点 开始 ? 

7. 当 支 座 移动 和 温度 发 生 改 变 时 ， 可 以 用 力矩 分 配 法 计算 吗 ? 

8. 什么 是 无 剪 力 分 配 法 ? 它 的 适用 条 件 是 什么 ? 

9. 什么 是 剪 力 分 配 法 ? 它 的 适用 条 件 是 什么 ? 当 柱 间 有 荷载 作用 时 ， 如 何 用 剪 力 分 配 
法 计算 ? 


\ 
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习 题 


9-1 利用 分 配 系数 和 传递 系数 和 传递 系数 ， 求 图 示 梁 的 杆 端 弯 窃 。 各 杆 到 相同 ，M 作 


在 B 结 点 处 。 
9-2 用 力矩 分 配 法 求 图 示 梁 的 杆 端 弯 和 矩 ， 并 作 M 图 。 


20kN/m 

4 M 80kN 
3\ C 网 

| , gy EI=1 Bb El=3 9, 


| 6m -| 6m | 4m 2m 2m | 
习题 9-1 习题 9-2 
9-3 用 力矩 分 配 法 求 图 示 梁 的 杆 端 弯 和 矩 ， 并 作 M 图 。 
9-4 用 力矩 分 配 法 作 图 示 刚 架 的 M 图 、C 图 入 图 。 
20kN/m 
20kN/m 
A El=1 2 EF=3 3 
| 2m E 4m ~- 6m 
习题 9-3 习题 9-4 


9-5 用 力矩 分 配 法 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 


6m 3m 3m 


习题 9-5 图 


9-6 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 连 续 粱 ， 并 作 M 图 、C 图 。 
9-7 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 连 续 粱 ， 并 作 M 图 。 


50kN 10kN/m | 40kN/m 
4 语 4 B C 
Er 2 E52 CC 加 EF 加 E53 成 EF4 
| 2m | 2m | 6m 点 | 6m -| 3m,| 3m 上 6m 
习题 9-6 图 习题 9-7 
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9-8 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 连 续 粱 ， 并 作 M 图 。 
9-9 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 作 M 图 。 


30kN/m 


CI 
2E1 
10kKN/m 
El 
4 Dp 
~ 3E/ B 2E1 El 
9 4 
上 2m -| 4m 2m | 
4m 
习题 9-8 图 


9-10 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 作 M 图 。 
9-11 一 9-14 用 力矩 分 配 法 并 利用 对 称 性 计算 图 示 刚 架 ， 并 作 M 图 。 


80kN 


15kNVm 


60kN 


4m 


习题 9-9 图 


Lam _| am .| 6m Sl om .| 2m 4m | 2m_ |2m 
习题 9-10 图 习题 9-11 图 
从 于 六 及 
EI= 常 数 - 
号 
这 § 
辐 
C 
lm _3m 6m 3m bu 3m 6m 3m 
习题 9-13 图 


习题 9-12 图 


9-15 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 作 M 图 。 
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6m 6m 


习题 9-15 图 


9-16 一 9-17 用 无 前 力 分 配 法 计算 图 示 刚 架 ， 并 作 M 图。 


8OkN F 
导 
生 
习题 9-16 图 习题 9-17 图 
9-18 ”用 力矩 分 配 法 计算 图 示 钢 架 ， 并 作 M 图 。 
9-19 用 力矩 分 配 法 计算 图 示 排 架 ， 并 作 M 图 。 
c Bg Dp E F EA=™ G H 
E 
到 § 加 § 
SQ QQ 
B CG D 
am ,| di a 
习题 9-18 图 习题 9-19 图 
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10.1 概 述 


之 前 学 习 的 内 容 中 ， 作 用 在 结构 上 的 荷载 都 是 固定 荷载 ， 即 荷载 作用 位 置 是 固定 不 动 
的 。 但 在 实际 工程 中 ， 结 构 除 了 承受 固定 荷载 作用 ， 往 往 还 要 承受 移动 荷载 的 作用 ， 比 如 
桥梁 承受 火车 、 汽 车 的 人 荷载， 厂房 中 的 吊车 粱 承受 吊车 荷载 等 。 固 定 荷载 和 移动 荷载 对 结 
构 所 产生 的 影响 是 不 同 的 。 在 移动 荷载 作用 下 ， 结 构 中 的 内 力 和 支 座 反 力 将 随 着 荷载 位 置 
的 变化 而 变化 。 因 此 ， 在 结构 设计 中 ， 必 须要 求 出 移动 荷载 作用 下 结构 的 支 座 反 力 及 内 力 
的 最 大 值 ， 作 为 结构 设计 的 依据 。 所 以 ， 我 们 需要 研究 结构 在 移动 荷载 作用 下 其 支 座 反 力 
和 内 力 的 变化 规律 。 对 于 不 同 的 支 座 反 力 和 不 同 截面 的 内 力 ， 其 变化 规律 是 不 相同 的 ， 即 
使 是 同一 个 截面 ， 不 同 的 内 力 (如 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 ) 变 化 规律 也 不 相同 。 所 以 ， 一 次 只 能 研 
究 一 个 支 座 反 力 或 某 一 个 截面 的 某 一 项 内 力 的 变化 规律 。 同 时 ， 要 确定 某 一 支 座 反 力 或 某 
一 内 力 的 最 大 值 ， 首 先 必须 确定 产生 这 一 最 大 值 的 移动 荷载 的 位 置 ， 这 一 移动 荷载 的 位 置 
称 为 该 支 座 反 力 或 内 力 的 最 不 利 荷载 位 置 。 

实际 工程 中 移动 荷载 的 类 型 很 多 ， 这 些 移动 荷载 通常 是 由 很 多 间距 不 变 的 竖 向 荷载 组 
成 ， 我 们 不 可 能 逐一 加 以 研究 ， 如 果 用 固定 荷载 的 方法 去 解决 这 类 问题 ， 难 度 较 大 。 我 们 
可 先 只 研究 一 种 最 简单 的 荷载 ， 即 一 个 紧 向 单位 集中 荷载 P=1 沿 结构 移动 时 ， 对 某 一 指定 
量 值 ， 例 如 某 一 支 座 反 力 或 某 一 截面 的 某 一 内 力 或 某 一 位 移 等 ) 所 产生 的 影响 ， 然 后 根据 登 
加 原理 就 可 进一步 研究 各 种 移动 荷载 对 该 量 值 的 影响 。 

为 研究 移动 荷载 的 作用 ， 我 们 引入 影响 线 的 概念 。 影 响 线 是 研究 移动 荷载 作用 的 基本 
工具 。 影响 线 是 指 当 一 个 指向 不 变 的 单位 集中 荷载 (通常 为 竖 直 向 下 ) 沿 着 结构 移动 时 ， 表 示 
某 一 指定 截面 某 一 量 值 (内 力 或 反 力 ) 变 化 规律 的 图 形 ， 称 为 该 量 值 的 影响 线 。 
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10.2 ”用 静 力 法 绘制 静 定 结构 的 影响 线 


绘制 静 定 结构 的 支 座 反 力 或 内 力 影响 线 ， 有 两 种 基本 方法 ， 即 静 力 法 和 机 动 法 ， 本 节 
先 介绍 静 力 法 。 

用 静 力 法 绘制 影响 线 ， 方 法 是 以 x 表示 移动 荷载 的 作用 位 置 ,根据 静 力 平衡 条 件 确定 所 
求 量 值 支 座 反 力 或 内 力 ) 与 移动 荷载 位 置 x 之 间 的 函数 关系 ,这 种 关系 式 称 为 影响 线 方程 ， 
然后 根据 影响 线 方程 作出 影响 线 。 下 面 将 分 别 介绍 简 支 梁 和 外 伸 梁 的 影响 线 ， 它 们 是 绘制 
影响 线 的 基础 。 


10.2.1 简 支 梁 的 影响 线 


1. 支 座 反 力 的 影响 线 


10-1(a) 所 示 简 支 梁 受到 一 个 集中 移动 荷载 P=1 作用 ， 我 们 先 研 究 支 座 4 的 支 座 反 力 
R4 随 P=]1 移动 的 变化 规律 。 取 4 点 为 坐标 原点 ， 用 x 表示 移动 荷载 Pl 到 4 点 的 距离 ， 由 
静 力 平衡 方程 可 求 出 支 座 反 力 R,。 

由 > Mse=0， 得 Ryxx-P(I-x)=0， 则 

Ro (0<x<7) (10-1) 

式 (10-1) 表 示 支 座 反 力 R 与 移动 荷载 位 置 x 之 间 的 函数 关系 。 我 们 用 横 坐 标 表 示 移 动 荷 
载 的 位 置 ， 纵 坐标 表示 支 座 反 力 Ry 的 数值 。 当 x=0 时 ，Rs=1; 当 x= 712 时 ，Ri= 1/2; 当 
X=1 时 ，Rs=0。 将 这 些 数值 在 水 平 的 基线 上 用 竖 标 绘 出 。 由 于 式 (10-1) 为 一 次 函数 ， 所 以 计 
算式 (10-1) 所 表示 的 图 形 为 一 直线 。 用 直线 将 这 些 竖 标 各 顶点 连 起 来 ， 所 得 的 图 形 即 为 Rs 
的 影响 线 [图 10-l(b)j]， 式 (10-1) 称 为 影响 线 方 程 。 对 于 支 座 反 力 的 影响 线 ， 通 常规 定向 上 为 
正 ， 正 值 的 竖 标 绘 在 基线 的 上 方 ， 并 注 明 正 号 。 

同 理 绘制 支 座 反 力 Re 的 影响 线 。 由 y M, =0 得 

Rxl=Pxx=0 


RT (0<x<D) (10-2) 


式 (10-2) 是 Rs 的 影响 线 方程 ， Rg 是 x 的 一 次 函数 ， 所 以 Rs 的 影响 线 也 是 一 条 直线 : 当 
X=0 时 ，Rg-0; 当 : 1 时 ，Rs =1。 由 这 两 点 便 可 绘 出 Rs 的 影响 线 ， 如 图 10-1(c) 所 示 。 

根据 影响 线 的 定义 , 影响 线 的 任 一 竖 标 表 示 移 动 荷载 P=1 作用 于 该 点 时 该 量 值 的 大 小 ， 
如 图 10-1(b) 中 的 yx 即 代表 1 作用 在 天 点 时 支 座 反 力 Ra 的 大 小 。 

在 绘制 影响 线 时 ， 为 了 研究 方便 ， 假 定 移动 荷载 疡 1 是 不 带 任何 单位 的 ， 即 性 1 为 一 
无 量 纲 量 。 由 此 可 知 ， 支 座 反 力 的 影响 线 ， 其 竖 标 也 是 一 无 量 纲 量 。 
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(b) R, 的 影响 线 


gg 


(©) Rs 的 影响 线 
10-1 简 支 梁 Ra、Rp 的 影响 线 


2. 内 力 影响 线 
(1) 弯 矩 影响 线 。 
现在 绘制 简 支 梁 [ 图 10-2(a)] 某 指定 截面 C 的 弯 矩 Mec 的 影响 线 。 仍 取 4 点 为 坐标 原点 ， 


用 x 表示 移动 荷载 P]1 到 4 点 的 距离 。 当 1 在 4C 段 (0x<a) 移 动 时 ， 为 了 方便 计算 ， 
取 BC 段 为 隔离 体 ， 并 规定 使 梁 下 侧 受 拉 弯 和 矩 为 正 ， 由 平衡 方程 > Me =0 得 


M =R, xb = 了 (0<x<a) (10-3) 
由 此 可 知 ，M 的 影响 线 在 截面 C 以 左 的 部 分 为 一 直线 : 当 x=0 时， Mc=0; 当 x=a 时， 
Me 和 ， 根 据 影响 线 方程 可 绘 出 P=1 在 截面 C 以 左 部 分 移动 时 Mc 的 影响 线 [ 图 10-2(b)]。 
当 户 1 在 BC 段 (a<x<n) 移 动 时 ， 取 A4C 段 为 隔离 体 ， 由 平衡 方程 > Me =0 得 


Me=R， xa= Lal <x<7) (10-4) 


由 式 (10-4) 可 知 ，Mc 的 影响 线 在 截面 C 以 右 的 部 分 也 为 一 直线 : 当 x=a 时，Me = 一 ; 


当 x=1 时 ,Mc=0, 根据 影响 线 方程 绘 出 P=1 在 截面 C 以 右 的 部 分 移动 时 Mc 的 影响 线 
[图 10-2(b)]。 

由 图 10-2(b) 可 知 ，Mc 的 影响 线 由 两 部 分 组 成 ， 两 直线 在 C 点 相交 ， C 点 的 竖 标 为 2 ， 
我 们 称 截 面 以 左 的 直线 为 影响 线 的 左 直线 ,截面 以 右 的 直线 为 影响 线 的 右 直 线 。 


由 式 (10-3)、 式 (10-4) 还 可 以 看 出 ，Mec 的 影响 线 与 支 座 反 力 的 影响 线 之 间 存 在 一 定 关 
系 : 即 左 直 线 可 由 Rs 的 影响 线 将 竖 标 放大 5b 倍 ， 然 后 取 A4C 段 ， 右 直线 可 由 RR 的 影响 线 放 
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大 a 倍 ， 取 BC 段 得 到 。 这 种 利用 已 知 的 影响 线 来 绘制 其 他 量 值 影响 线 的 方法 是 很 方便 的 ， 
以 后 我 们 会 经 常用 到 。 
因为 P=1 是 无 量 纲 量 ， 所 以 弯 算 影响 线 的 量 纲 是 长 度 单位 。 


x 


10-2 简 支 梁 Mc、Qc 影 响 线 


(2) 剪 力 影响 线 。 

下 面 绘制 图 10-2(a) 所 示 简 支 梁 C 截面 的 剪 力 Qc 的 影响 线 。 

当 户 1 在 4C 段 移 动 时 , 取 BC 段 为 隔离 体 ， 剪 力 以 使 隔离 体 产 生 顺 时 针 方 向 旋转 的 为 
正 ， 列 平衡 方程 : 

Qo——Rs (10-5) 

所 以 ,绘制 Qc 影响 线 的 左 直线 时 ,可 以 将 Rs 的 影响 线 取 负 号 并 只 取 4C 段 即 可 [图 10-2(c)]。 
根据 比例 关系 ， 可 求 得 C 点 的 竖 标 为 -a /1。 

当 户 =] 在 BC 段 移 动 时 ， 取 4C 段 为 隔离 体 ， 列 平衡 方程 Qc= R4， 即 绘制 Qc 影响 线 
的 右 直 线 时 ， 可 以 绘制 出 Rs 的 影响 线 ， 只 取 BC 段 即 可 (图 10-2(c))。 按 比例 关系 ， 求 得 C 
点 的 竖 标 为 1。 由 图 10-2(c) 可 知 ，Qc 的 影响 线 由 两 段 互 相 平 行 的 直线 组 成 ， 在 C 点 处 竖 
标 有 突变 ， 当 P=1 在 4C 段 移动 时 ，Qc 为 负 值 ， 当 P=1 在 BC 段 移动 时 ，Qc 为 正 值 ， 当 
请 1 从 CC 点 的 左 侧 移 到 右 侧 时 ， 截 面 C 的 剪 力 发 生 了 突变 。 


10.2.2 ”外 伸 梁 的 影响 线 


简 支 梁 的 影响 线 绘制 完成 后 ， 我 们 来 介绍 外 伸 梁 影响 线 的 绘制 。 
作 如 图 10-3(a) 所 示 外 伸 梁 的 支 座 反 力 的 影响 线 ，C、 天 两 截面 弯 矩 和 剪 力 的 影响 线 以 及 
支 座 4 截面 的 剪 力 影响 线 。 
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第 10 章 影响 线 及 其 应 用 四 


1. 支 座 反 力 的 影响 线 
取 4 点 为 坐标 原点 ， 横 坐标 x 以 向 右 为 正 。 由 平衡 条 件 可 求 出 支 座 反 力 : 


7 一 2 
Re 一 


R= (-b<x<It) 
上 两 式 与 简 支 梁 的 支 座 反 力 影响 线 方程 完全 相同 ， 只 不 过 x 的 范围 为 -bx1+hn， 所 


以 ， 只 要 将 简 支 梁 的 支 座 反 力 影响 线 向 两 个 伸 臂 部 分 延长 ， 即 得 到 外 伸 梁 的 支 座 反 力 影响 
线 ， 如 图 10-3(b)、(c) 所 示 。 


(10-6) 


图 10-3 ”外 伸 梁 影响 线 
(a) 外 伸 梁 ，(b) R4 影响 线 ;(c) Ra 影响 线 : (d) Mc 影 响 线 : (e) COc 影 响 线 。 


2. 跨 内 的 部 分 截面 内 力 Mc、Qc 的 影响 线 


当 Pr-1 在 C 截面 以 左 部 分 移动 时 ， 取 C 截面 的 右 侧 部 分 为 隔离 体 ， 通 过 平衡 方程 可 得 
到 下 式 ， 


M =RXD 
es | (10-7) 


Qe=-Rs 
当 P=1 在 C 截 面 以 右 部 分 移动 时 ， 取 CC 截面 的 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 通 过 平衡 方程 可 得 
到 下 式 : 


Mec=RXa 10.8 
COc=-R， ) 
根据 式 (10-7)、 式 (10-8) 可 绘 出 Mc、Qc 影 响 线 ， 如 图 10-3(d)、(e) 所 示 。 
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10 结构 力学 
由 图 可 看 出 ， 只 要 将 简 支 梁 相 应 截面 的 内 力 影响 线 的 左 、 右 直线 分 别 向 左 、 右 两 伸 辟 
部 分 延长 ， 就 可 得 到 外 伸 梁 跨 内 的 部 分 截面 的 Mc、@c 的 影响 线 。 
3. 外 伸 部 分 内 力 Mx、Qk 的 影响 线 
当 P=1 在 天 截面 以 右 部 分 移动 时 ， 取 天 截面 的 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 通 过 平衡 方程 可 得 


到 下 式 : 
Mh | (10-9) 
Qr=-1 
当 记 1 在 天 截面 以 左 部 分 移动 时 ， 仍 取 天 截面 的 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 并 取 天 点 为 坐标 
原点 ,x 以 向 左 为 正 ， 则 有 
1 (10-10) 
Qr=-1 


作出 Mk、Qx 的 影响 线 ， 如 图 10-4(b)、(c) 所 示 。 


图 10-4 外 伸 梁 Mk、Qk、Qa 影 响 线 
(a) 外 伸 梁 ，(b) Mx 影响 线 ，(c) Ox 影响 线 ，(d) O04 # 影 响 线 ，(e) O04 影响 线 。 


4. A 支 座 截面 的 剪 力 Qa 影响 线 

对 于 4 支 座 截面 的 前 力 影 响 线 ， 需 对 4 支 座 的 左 、 右 截面 分 别 进行 讨论 ， 这 是 因为 4 
支 座 的 左 、 右 截面 分 别 属于 外 伸 部 分 和 跨 内 部 分 。 所 以 ， 对 于 24s 的 影响 线 ， 可 由 Qc 的 影 
响 线 [ 图 10-3(e)] 使 截面 C 趋 于 截面 4 而 得 到 ， 如 图 10-4(e) 所 示 ; 对 于 Cuz* 的 影响 线 ， 可 由 
Cx 的 影响 线 [ 图 10-4(c)] 使 截面 趋 于 截面 4 而 得 到 ， 如 图 10-4(d) 所 示 。 

由 上 面 的 例题 可 知 ， 对 于 外 伸 梁 作 任意 截面 的 内 力 影响 线 ， 只 要 作出 其 简 支 梁 的 影响 
线 ， 将 简 支 梁 的 影响 线 向 伸 辟 部 分 延长 即 得 。 

上 面 以 简 支 梁 和 外 伸 梁 为 例 ， 说 明了 用 静 力 法 绘制 影响 线 的 具体 步骤 。 用 静 力 法 绘制 
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影响 线 时 ， 以 单位 荷载 的 位 置 x 作为 变量 ， 适 当选 取 隔 离 体 ， 列 出 平衡 方程 ， 找 出 所 求 量 
值 与 x 之 间 的 函数 关系 ， 即 影响 线 方程 ， 根 据 影响 线 方程 即 可 绘 出 所 求 量 值 的 影响 线 。 结 
构 上 各 部 分 影响 线 方程 不 同时 ， 应 分 段 列 出 。 


10.2.3 ”内 力 影响 线 与 内 力图 比较 


内 力 影响 线 与 内 力图 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 内 力 影响 线 反映 了 移动 荷载 作用 下 结构 
上 某 截 面 内 力 的 变化 规律 ， 内 力图 则 反映 了 固定 荷载 作用 下 结构 各 截面 内 力 的 分 布 情况 。 
两 者 的 主要 区 别 见 表 10-1。 


表 10-1 内力 影响 线 与 内 力图 的 比较 


内 力图 


荷载 | 单位 集中 荷载 实际 荷载 

荷载 位 置 | 变化 的 固定 的 

横 坐 标 意义 | 表示 移动 荷载 1 的 位 置 表示 竖 标 所 在 截面 的 位 置 

竖 标 意义 | 表示 指定 量 值 表示 坚 标 所 在 截面 量 什 

图 形 范围 | P=1 移动 的 杆 自 整个 结构 

作 图 一 般 规定 正 号 量 值 绘 在 基线 上 方 ， 并 注 明 符号 “| ，34 图 绘 在 受 拉 侧 ， 不 标 符号 ， 盟 力 、 


轴 力 图 与 内 力 影响 线 规定 相同 


10.3 ”用 机 动 法 绘制 影响 线 


机 动 法 作 影响 线 的 依据 是 前 面 讲 过 的 虚 位 移 原理 ， 在 任何 微小 的 虚 位 移 中 ， 力 系 所 做 
的 虚 功 之 和 为 零 。 机 动 法 把 作 影 响 线 的 静 力 问题 转化 为 作 位 移 图 的 几何 问题 。 


P=1 
A BB 
(a) 外 伸 梁 
Ln 
es 
有 
Ra 
(b) 可 变 体系 虚 位 移 图 
(0) R 影 响 线 


10-5 ”外 伸 梁 及 RA 影 响 线 


我 们 以 图 10-5(a) 所 示 的 外 伸 梁 4B 的 支 座 反 力 Ra 的 影响 线 为 例 ， 说 明 机 动 法 绘制 影响 
线 的 原理 。 
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要 求 外 伸 梁 4B 的 支 座 反 力 Ri， 首 先 去 掉 与 Ri 相应 的 支 座 链 杆 ， 同 时 用 向 上 的 力 Rs 
来 表示 [图 10-5(b)], 这 时 体系 变 为 具有 一 个 自由 度 的 可 变 体系 我 们 让 体系 发 生 微小 虚 位 移 ， 
即 让 外 伸 梁 4B 绕 B 点 作 微小 的 转动 , 并 且 分 别 用 5. 和 6, 表示 支 座 反 力 Rs 和 荷载 的 作用 
点 沿 作用 线 方向 的 虚 位 移 。 由 于 体系 在 Rs、P 和 Ra 的 共同 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 由 虚 位 
移 原理 知 各 力 在 虚 位 移 上 所 做 的 虚 功 之 和 应 等 于 零 ， 列 出 虚 功 方程 如 下 
Gx*RePx6,0 (10-11) 
由 于 P-1, 则 


5 
Re (10-12) 


式 中 ，5. 在 给 定 虚 位 移 的 情况 下 是 一 个 常数 ， 而 5, 随 单位 荷载 P=1 的 移动 而 变化 ， 其 实 就 
是 荷载 P=1 移动 时 各 点 的 竖 向 虚 位 移 图。 可见 Rs 的 影响 线 与 5, 是 成 正比 的 , 将 位 移 图 除 以 
常数 6.， 就 得 到 Rs 的 影响 线 [图 10-5 (c)]。 为 了 方便 起 见 ， 令 5,=1， 则 上 式 成 为 
Ra=6, (10-13) 

由 式 (10-13) 可 知 ， 此 时 的 虚 位 移 图 6, 就 代表 Rs 的 影响 线 。 因 为 5, 是 以 与 力 己方 向 一 
致 为 正 ， 即 以 向 下 为 正 ， 也 就 是 说 ， 当 5, 向 下 时 Rs 为 正 ， 当 6, 向 上 时 Rs 为 负 ， 这 正好 与 
在 影响 线 中 正 值 的 竖 标 绘 在 基线 的 上 方 相 一 致 。 

由 上 可 知 ， 欲 作 某 一 量 值 的 影响 线 ， 将 该 量 值 相应 的 联系 去 掉 ， 并 使 所 得 体系 沿 该 量 
值 的 正方 向 发 生 单位 位 移 ， 由 此 得 到 的 荷载 作用 点 的 竖 向 位 移 图 就 是 该 量 值 的 影响 线 。 这 
种 绘制 影响 线 的 方法 称 为 机 动 法 。 

用 机 动 法 绘制 影响 线 的 优点 是 不 需要 计算 就 能 快速 绘 出 影响 线 的 轮廓 。 这 对 设计 工作 
很 有 帮助 ， 而 且 还 可 利用 它 来 校 核 静 力 法 所 绘制 的 影响 线 。 

例 10-1 用 机 动 法 绘制 如 图 10-6(a) 所 示 的 外 伸 梁 C 截面 的 弯 矩 和 剪 力 影响 线 。 

解 : (1) 绘制 Mc 影响 线 。 

去 掉 与 Mc 相应 的 约束 , 即将 C 截面 处 改 为 铵 结 , 并 用 一 对 力 偶 Mc 代替 原 约束 的 作用 ， 


然后 使 4C、BC 两 部 分 沿 Mc 的 正 向 发 生 虚 位 移 [图 10-6(b)]， 由 虚 功 原理 ， 得 
Mc(a+pB)+PX 5,-0 


式 中 ，a,B 为 两 部 分 的 相对 转角 。 令 a+B=1， 则 所 得 的 虚 位 移 图 即 为 Mc 的 影响 线 
[图 10-6(c)]， 由 比例 关系 可 确定 影响 线 在 C 点 处 的 坚 标 为 。 


(2) 绘制 Qc 影响 线 。 
去 掉 与 Qc 相应 的 约束 ， 即 将 C 截面 处 用 两 根 水 平 链 杆 相连 ， 同 时 加 上 一 对 正 向 剪 力 
Qc 代 蔡 原 约束 的 作用 , 然后 使 4C、BC 两 部 分 沿 Qc 的 正 向 发 生 虚 位 移 [图 10-6(d)]， 由 虚 功 


QeX(CC1 + CC;) + PX 6,=0 


\ 


(a) 


(©) 


(d) 


Cu 影响 线 
10-6 ”外 伸 梁 及 影响 线 


(a) 外 伸 梁 ，(b) 虚 位 移 图 ，(c) Mc 影响 线 ，(d) 虚 位 移 图 ，(e) COc 影 响 线 。 
式 中 ，CCi、CC; 为 截面 左右 两 侧 的 相对 坚 向 位 移 。 令 CC + CCs=1， 则 所 得 的 虚 位 移 图 
(图 10-6(e)) 即 为 Oc 的 影响 线 ， 由 比例 关系 知 : ce? CO。 由 于 4C 和 BC 两 部 分 是 


用 两 根 平行 链 杆 相连 的 ， 它 们 之 间 只 能 作 相对 的 平行 移动 ， 因 此 图 10-6(d) 所 示 的 虚 位 移 图 
中 应 为 两 平行 直线 ， 也 就 是 说 Qc 影响 线 的 左右 直线 是 互相 平行 的 。 

例 10-2 用 机 动 法 绘制 如 图 10-7(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 Mk、Rc 的 影响 线 。 

解 : 对 于 多 跨 静 定 梁 ， 只 需 分 清 它 的 基本 部 分 和 附属 部 分 及 这 些 部 分 之 间 的 传 力 关系 ， 
再 利用 单 跨 静 定 梁 的 已 知 影响 线 ， 就 可 顺利 绘 出 多 跨 静 定 梁 的 影响 线 。 

(1) 绘制 Mg 的 影响 线 。 

先 绘制 基本 部 分 HE 的 Mx 影响 线 ， 然 后 将 P=1 置 于 C、D 两 点 时 竖 标 为 零 ， 最 后 在 附 
属 部 分 将 贸 E、F 为 界 连 成 直线 ， 即 为 Mx 的 影响 线 [ 图 10-7(b)]。 

(2) 绘制 Re 的 影响 线 。 

基本 部 分 HE 的 Re 影响 线 竖 标 为 零 ， 附 属 部 分 按照 直线 变化 规律 绘制 ， 即 可 得 到 Re 
的 影响 线 [图 10-7(c)]。 
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(c) R. 影 响 线 
10-7 ”多 跨 静 定 梁 及 影响 线 


10.4 间接 荷载 作用 下 的 影响 线 


在 桥梁 设计 中 ， 经 常会 遇 到 间接 荷载 的 情况 。 图 10-8() 所 示 为 桥梁 结构 中 的 纵横 梁 桥 
面 系统 及 主 梁 的 简 图 ， 根 据 荷载 情况 ， 我 们 计算 主 染 时 ， 通 常 可 仿 定 纵 染 简 支 在 横梁 上 ， 
模 染 简 支 在 主 梁 上 。 而 茶 载 是 直接 作用 在 纵 梁 上 ， 再 通过 横梁 传 到 主 梁 ， 主 梁 只 在 各 横梁 
处 ( 结 点 处) 受到 集中 力作 用 。 对 主 梁 来 说 ， 这 种 共 载 称 为 间接 荷载 或 结 点 共 载 。 下 面 以 主 梁 
上 任意 截面 的 普 条 为 例 ， 说 明 如 何 绘制 间接 荷载 作用 下 的 影响 线 。 

当 P-1 作用 于 结 点 4、C、 已 、 严 也 时 ， 与 荷 裁 直接 作用 于 主 梁 上 的 情况 完全 相同 。 所 
以 ， 可 先 绘 出 直接 荷载 作用 下 主 梁 Mo 的 影响 线 [图 10-8(cj]。 在 此 影响 线 中 ， 对 于 间接 荷载 
来 说 ， 各 结 点 处 的 竖 标 和 直接 荷载 作用 在 各 结 点 处 的 坚 标 完全 相等 。 

当 P-1 作用 在 任意 两 相 令 结 点 C、 下 之 间 时 [图 10-8(o]， 设 荷 裁 己 到 C 点 的 距离 为 x 
则 纵 梁 CE 两 端的 支 座 反 力 反 向 作用 到 主 梁 ，C 点 处 的 支 座 反 力 为 (4-)/4，E 点 处 的 支 座 反 
力 为 Wd， 即 此 时 主 梁 在 CE 段 受到 两 结 点 荷载 的 作用 ， 根 据 影响 线 的 定义 和 司 加 原理 ， 可 
用 下 列 方法 求 Mo 的 影响 线 。 

设 直接 荷载 作用 下 Mo 的 影响 线 在 C 点 和 下 点 处 的 影响 线 竖 标 分 别 为 yc 和 Jz， 则 在 两 
结 点 荷载 的 作用 下 ，Mo 的 竖 标 值 应 为 

了 = (10-14) 

由 式 (10-1 和 可 知 ,y 与 x 是 一 次 函数 关系 ， 当 -0 时 ,yye 当 x-g 时 ， yyz。 所 以 在 
CE 段 ，Mo 的 影响 线 为 连接 竖 标 yc 和 ys 的 直线 。 

上 壕 方法 适用 于 绘制 间接 荷载 作用 下 主 梁 的 所 有 量 值 的 影响 线 。 间 接 荷 裁 作用 下 ， 可 
按照 如 下 步骤 绘制 凡响 线 : 

(D 绘制 出 直接 荷载 作用 下 的 影响 线 。 

(2) 将 直接 荷载 作用 下 各 个 结 点 处 的 影响 线 竖 标 项 点 用 直线 相连 , 就 得 到 问 接 疝 载 作用 
下 的 影响 线 。 
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同 理 , 我 们 可 以 绘制 出 间接 荷载 作用 下 主 梁 上 DD 截面 的 剪 力 影响 线 , 如 图 10-8(d) 所 示 。 


| 横梁 纵 梁 
工 于 全 一 下 下 
c E B 
dj2 | d/2 
夺 [4d 主 梁 { Rs 
(a) 计算 简 图 
二 P=1 


(c) Mo 影响 线 


>= 


4 dm 二 


(d) Oo 影响 线 
10-8 间接 荷载 影响 线 


例 10-3 作 图 10-9 所 示 梁 在 间接 荷载 作用 下 Re、Ccs、Ccfi、Osz、M0、Cix 的 影响 线 。 


"4 G 7 TF p BB 
a 
+ lm + 4m 二 + lm 本 3m + Im + 
34 Hs po 
A FE Ry 


3/4 ~~-l 5 


us 
3/5 


10-9 例 10-3 图 


解 : (1) 先 按照 多 跨 静 定 梁 ， 作 出 直接 荷载 作用 下 Rs、Qe#、Qe、QB、Mi、Q1 生 
的 影响 线 ， 如 图 10-9 中 虚线 所 示 。 
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(2) 将 各 个 结 点 处 的 影响 线 竖 标 顶点 用 直线 相连 ， 便 得 到 Rs、Qe#、Qe、QBs#、MI、 
Qi 的 影响 线 ， 如 图 10-9 中 实 线 所 示 。 


10.5 柱 架 的 影响 线 


通过 第 5 章 的 学 习 ， 我 们 知道 ， 计 算 机 架 内 力 的 基本 方法 有 结 点 法 和 截面 法 ， 而 截面 
法 又 可 分 为 力 托 方程 法 和 投影 方程 法 。 作 术 架 轴 力 的 影响 线 时 ， 同 样 是 用 这 些 方法 ， 只 不 
过 作用 荷载 是 一 个 移动 的 单位 荷载 。 因 此 ， 只 需 考虑 产 1 在 不 同 部 分 移动 时 ， 分 别 求 出 所 
求 杆 件 的 内 力 影 响 线 方程 ， 就 可 以 根据 影响 线 方程 作出 影响 线 。 对 于 斜 杆 ， 为 计算 方便 ， 
可 先 绘 出 其 水 平 或 竖 向 分 力 影响 线 ， 然 后 按 比 例 关系 求 得 其 内 力 影响 线 。 

析 架 上 的 荷载 一 般 是 通过 纵 梁 和 横梁 作用 于 栓 架 结 点 上 ， 因 此 可 用 10.4 节 所 讲述 的 方 
法 绘制 。 对 于 梁 式 检 架 ， 其 支 座 反 力 的 影响 线 与 相应 的 单 跨 静 定 梁 完 全 相同 ， 所 以 本 节 只 
讨论 术 架 杆 件 轴 力 的 影响 线 。 

例 10-4 作 如 图 10-10(a) 所 示 栓 架 CE 杆 、DE 杆 、DF 杆 、EF 杆 的 内 力 影响 线 。 假 设 
单位 荷载 在 枯 架 的 下 弦 杆 移动 。 


ID 一 | 和 Npr 影响 线 


(8) 


IIe 


— NF 影响 线 
te | 

图 10-10 顶 架 杆 件 的 轴 力 影响 线 
(a) 原 结构 ，(b) Ncz 影 响 线 : (c) Npg 影 响 线 ，(d) Npr 影 响 线 ，(e)Nzr 影 响 线 。 
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解 : (1) 绘 制 Ncs 的 影响 线 。 
作 I 一 I 截 面 , 当 忆 =1 在 4D 之 间 移 动 时 , 取 I-I 截 面 右 侧 部 分 为 隔离 体 ,由 > Mo =0， 


并 设 Ne 为 拉力 ， 得 


Ne hit Rp.6d=0 
Ne (10-15) 
及 
由 式 (10-15) 可 知 ， 只 要 将 Rs 的 影响 线 竖 标 乘 以 64/h1， 并 取 负 号 ， 取 4D 部 分 ， 即 得 
Ncg 影响 线 的 左 直线 [图 10-10(b)]。 
当 P = 1 在 BF 之 间 移 动 时 ， 取 I 一 I 截面 左 侧 部 分 为 隔离 体 ,， 仍 由 Mp =0， 设 Neg 


为 拉力 ， 得 


NesXjn+HR4X2d4=0 
和 二 一 项 (10-16) 


及 
由 式 (10-16) 可 知 ， 只 要 将 Rs 的 影响 线 竖 标 乘 以 24/h1， 并 取 负 号 ， 取 BD 部 分 ， 即 得 
Neg 影响 线 的 右 直 线 [图 10-10(b)]。 
由 图 10-10(b) 可 看 出 ,左右 两 直线 的 交点 正好 在 矩 心 疡 点。 我 们 可 将 式 (10-13) 和 式 (10-16) 


统一 写成 : No 即 Neg 等 于 相应 简 支 梁 也 截面 的 弯 矩 影响 线 乘 以 -1/ hh。 
(2) 绘制 Npg 的 影响 线 。 


绘制 Npg 的 影响 线 时 ， 对 CE 和 4D 的 延长 线 交 点 O 列 力矩 平衡 方程 。 
当 P=1 在 4D 段 移动 时 ， 取 I 一 I 截面 右 侧 部 分 为 隔离 体 ， 由 》 Mo = 0 设 Nc 为 拉力 ， 


_R; x(8d + a) 


Npe= (10-17) 


当 P=1 在 BF 段 移动 时 ， 取 了 I 一 I 截面 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 由 》,M。=0 设 Ncs 为 拉力 ， 


en 


R 


Xa 


< (10-18) 


2 

由 式 (10-17) 和 式 (10-18) 可 知 ， 将 Rs 的 影响 线 竖 标 乘 以 (84 + a)/hu， 取 4D 部 分 ， 可 得 到 
Npg 影响 线 的 左 直线 。 将 Rs 的 影响 线 竖 标 乘 以 -(2d + a) /， 取 BF 段 ， 可 得 到 Npg 影 响 线 
的 右 直 线 ， 再 将 结 点 D 和 下 之 间 用 直线 相连 ， 即 得 Npg 影 响 线 ， 如 图 10-10(c) 所 示 。 两 段 
直线 的 延长 线 交 点 也 在 矩 心 O 点 下 方 。 

(3) 绘制 Nor 的 影响 线 。 

根据 上 述 方法 ， 我 们 可 以 绘制 出 Nor 的 影响 线 ， 如 图 10-10(d) 所 示 。 左 、 右 两 段 直 线 的 
交点 在 矩 心 瑟 点 下 方 。 左 直线 的 影响 线 方程 为 
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N 5d 8 
DF 万 B 
右 直线 的 影响 线 方程 为 
= 
DF 荔 4d 
上 两 式 可 统一 写成 
1 
Npr FM 


式 中 ，M 为 相应 简 支 梁 正 截面 处 的 弯 矩 。 
(4) 绘制 Nzr 的 影响 线 。 
绘制 Ner 的 影响 线 ， 先 作 开 一 开 截 面 ， 当 P=1 在 4D 段 移动 时 ， 取 工 一 工 截面 右 侧 部 分 
为 隔离 体 ， 根 据 投影 方程 > 了 = 0， 并 设 Ner 为 拉力 ， 得 
NarXsinx+Rs=0 
— Rs (10-19) 
Sin C 


当 p=1 在 BF 段 移动 时 ， 取 开 一 开 截 面 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 根 据 投 影 方程 > 了 = 0， 得 
NerXsinc -Ri=0 
(10-20) 


Ner 产 -一 
Sin 


由 式 (10-19) 和 式 (10-20) 作 左 、 右 直线 ， 再 将 结 点 D 和 之 间 用 直线 相连 ， 即 得 Ner 的 
影响 线 [图 10-10(e)]。 

绘制 术 架 的 轴 力 影响 线 时 ， 应 注意 单位 荷载 P=1 是 沿 下 弦 移 动 还 是 沿 上 弦 移 动 ， 通 常 
将 沿 上 弦 移 动 称 为 上 承 式 术 架 ， 沿 下 弦 移 动 称 为 下 承 式 术 架 ， 这 两 种 情况 所 作出 的 影响 线 


是 不 同 的 。 
例 10-5 作 如 图 10-11(a) 所 示 的 平行 弦 棉 架 Nj、Nss 的 影响 线 。 
II4 
| 

“人 [za 

中 Sd 局 
(a) 原 结构 

TT 

4 B 

和 (b) 结 点 示意 图 . 
图 10-11 例 10-5 图 
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(d) Ns 影响 线 


10-11 例 10-5 图 ( 续 ) 


解 : (1) 绘制 Na 的 影响 线 。 
作 了 I 一 I 截面 , 当 P=1 在 41 之 间 移 动 时 , 取 I 一 I 截面 右 侧 部 分 为 隔离 体 , 由 >,M; =0， 
并 设 Na 为 拉力 ， 得 


Naa. ht Rp.4d =0 
4d 
Ne Rs (10-15) 


由 式 (10-15) 可 知 ,只 要 将 Rs 的 影响 线 竖 标 乘 以 44/h， 并 取 负 号 ， 取 41 部 分 ， 即 得 Ns 
影响 线 的 左 直线 [图 10-11(c)]。 
当 P=l 在 38 之 间 移动 时 ， 取 I 一 I 截面 左 侧 部 分 为 隔离 体 ， 仍 由 M; =0， 设 Na 为 


拉力 ， 得 


NaX*ht+Rsax2d= 0 
NR (10-10) 
由 式 (10-16) 可 知 ， 只 要 将 R 的 影响 线 竖 标 乘 以 24/hn， 并 取 负 号 ， 取 3B 部 分 ， 即 得 Nz4 
影响 线 的 右 直 线 [图 10-11(c)]。 
由 图 10-11(c) 可 看 出 ,左右 两 直线 的 交点 正好 在 矩 心 3 点 。 我 们 可 将 式 (10-15) 和 式 (10-16) 
统一 写成 Re- 全 ， 即 Xp 等 于 相应 简 支 梁 3 截面 的 弯 矩 影响 线 乘 以 -1 h。 
(2) 绘制 Nss 的 影响 线 。 


同 理 , 作 卫 一 [世面 , 由 忆 M =0 得 Ne- ， 即 得 Mas 影响 线 的 影响 线 [图 10.11(9)]。 


10.6 利用 影响 线 求 量 值 


绘制 影响 线 是 为 了 利用 它 来 解决 实际 工程 中 的 结构 计算 问题 ， 主 要 用 途 有 两 个 : 一 是 
当 荷载 位 置 固定 时 ， 利 用 影响 线 来 确定 某 量 值 的 大 小 ; 二 是 当 荷载 位 置 变化 时 ， 利 用 影响 
线 来 确定 最 不 利 荷载 位 置 ， 以 确定 该 量 值 的 最 大 值 。 本 节 先 介绍 影响 线 的 第 一 个 应 用 ， 即 
荷载 位 置 固 定时 ， 利 用 影响 线 求 量 值 。 


Wd 
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10 结构 力学 


10.6.1 集中 荷载 位 置 固定 时 利用 影响 线 求 某 量 值 


我 们 先 研究 结构 上 只 有 固定 集中 荷载 的 情况 。 设 有 一 组 集中 荷载 PP、P,、…、P 作用 
于 一 结构 上 ( 见 图 10-12)， 要 求 利 用 影响 线 求 某 量 值 S。 首 先 绘 出 5S 的 影响 线 ， 如 图 10-12 
所 示 , 各 集中 荷载 作用 点 处 的 影响 线 竖 标 分 别 为 yy、y2、…、yn， 根 据 影响 线 的 定义 ,yi 表示 
当 集中 荷载 已 = 1 作用 于 该 处 时 8$ 的 大 小 ， 现 在 该 处 的 荷载 为 P.， 则 
S= Piy (10-21) 
根据 又 加 原理 可 得 ， 集 中 荷载 P,、P,、...、P, 作 用 于 结构 上 ， 结 构 上 某 量 值 5 的 影响 
线 在 各 荷载 作用 点 处 的 影响 线 竖 标 分 别 为 y、y2、…、yh， 则 在 这 组 集中 荷载 的 共同 作用 下 ， 
量 值 $ 的 大 小 可 按 下 式 求 得 


S=Piy+ Pyzt+ … +Pnyn= > PY, (10-22) 
i=]1 


10-12 ”结构 承受 固定 集中 荷载 作用 


10.6.2 ”分 布 荷载 位 置 固定 时 利用 影响 线 求 某 量 值 


如 果 梁 在 某 段 上 只 有 分 布 荷载 作用 ， 如 图 10-13(a) 所 示 ， 分 布 荷载 的 大 小 为 g(x)， 长 度 
为 DE， 要 求 利 用 影响 线 求 截面 C 的 弯 窃 。 此 种 情况 ， 可 将 分 布 荷载 沿 其 


q(%) 


(a) 简 支 梁 
ap/ 


(b) M. 影 响 线 


图 10-13 简 支 梁 承 受 固定 分 布 荷载 作用 
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长 度 分 成 若干 个 无 穷 小 的 微 段 x, 每 一 个 微 段 x 上 的 荷载 g(x)dx 可 看 作 一 集中 荷载 ， 它 所 
产生 的 Mc 的 大 小 为 g(x)dy, 由 此 ， 整 个 分 布 荷载 所 产生 的 Mc 的 大 小 可 按 积 分 求 得 


Me=[ (zy (10-23) 
若 g(x) 为 均 布 荷载 ， 则 式 (10-23) 可 进一步 简化 为 
Me=d| ydr =go (10-24) 


其 中 ，ow 为 影响 线 在 均 布 荷载 作用 段 DE 上 的 面积 。 
在 应 用 式 (10-22)、 式 (10-24) 时 ， 需 要 注意 竖 标 y 和 面积 w 的 正 负 号 。 


10.6.3 ” 当 集 中 荷载 与 均 布 荷载 同时 作用 时 利用 影响 线 求 某 量 值 
根据 全 加 原理 ， 当 集中 荷载 与 均 布 荷 载 同 时 作用 时 ， 某 量 值 的 大 小 可 按 下 式 计算 : 
S-SPy, +40 (10-25) 


例 10-6 利用 影响 线 求 图 10-14 所 示 简 支 梁 4B 的 C 截面 的 弯 矩 和 剪 力 。 
解 : (1) 绘 出 Mc 和 Qc 的 影响 线 ， 如 图 10-14(b) 和 图 10-14(c) 所 示 。 
(2) 依据 公式 SDP +goO ， 有 


wetsuites ta 和 aa]-usacaava 


Qe-1sx(-025)8x[ x4x05-3x2x025 =2.25KkN 
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图 10-14 简 支 梁 承 受 固定 荷载 作用 
(a) 简 支 梁 ，(b) Mc 影 响 线 ，(c) Qc 影响 线 
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10.7 ”最 不 利 荷载 位 置 


上 节 为 大 家 介绍 了 影响 线 的 第 一 个 应 用 ， 利 用 影响 线 求 量 值 。 本 节 介绍 影响 线 的 第 二 
个 应 用 ， 当 荷载 位 置 变化 时 ， 利 用 影响 线 来 确定 最 不 利 荷载 位 置 。 移 动 荷载 作用 下 ， 结 构 
中 所 有 量 值 都 随 着 移动 荷载 的 位 置 变化 而 变化 ， 当 移动 荷载 移动 到 某 一 位 置 时 ， 某 个 量 值 
达到 最 大 值 ， 包 括 最 大 正 值 和 最 大 负 值 (最 小 值 )， 则 此 位 置 称 为 该 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 。 


10.7.1 移动 均 布 荷 载 作 用 时 最 不 利 荷载 位 置 


1. 任意 断 续 分 布 的 移动 均 布 荷载 作用 


如 果 移 动 均 布 荷 载 是 任意 断 续 分 布 的 如 和 人群、 货物 等 )， 由 式 (10-25) 可 知 : 当 移动 均 布 
荷载 布 满 影 响 线 正 号 面积 时 ， 量 值 有 最 大 值 ， 当 移动 均 布 荷载 布 满 影响 线 负 号 面积 时 ， 量 
值 有 最 小 值 。 如 图 10-15(a) 所 示 外 伸 梁 4B， 当 荷载 按 图 10-15(c) 所 示 进 行 布置 时 ，C 截面 弯 
距 Mc 有 最 大 值 ,， 当 荷载 按 图 10-15(d) 所 示 进 行 布置 时 ，C 截面 弯 距 Mc 有 最 小 值 。 


有 王 | SS 
M 影响 线 
| 
1 


(c) 


d GU | i} 


图 10-15 ”外 伸 梁 Mc 最 不 利 荷载 位 置 
(a) 外 伸 梁 ，(b) Mc 的 影响 线 ，(c) Mcwwax 的 最 不 利 荷 载 位 置 ，(d) Mcwin 的 最 不 利 荷载 位 置 


2. 一 段 固定 长 度 为 q 的 移动 均 布 荷载 作用 


如 果 移 动 均 布 荷 载 的 长 度 固定 为 4， 其 最 不 利 荷载 位 置 可 按 下 列 方法 确定 。 图 10-16(a) 
所 示 的 简 支 梁 4B， 梁 上 作用 一 段 固定 长 度 为 4 的 移动 均 布 荷载 ， 求 梁 上 任 一 截面 C 的 弯 和 矩 
最 大 值 。 绘 出 Mc 的 影响 线 ， 如 图 10-16(b) 所 示 ， 
Mc=gqg@ 
假设 均 布 荷载 在 当前 的 1、2 位 置 上 向 右 移动 一 微 段 dx， 则 影响 线 的 面积 左 侧 将 减 小 


\ 
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Jndx， 右 侧 将 增加 JPdx， 所 以 Mc 的 增 量 为 dMc=q0> dx -yidx)， 即 
dMc/dx-qg02-7 (10-26) 
当 dMo dx=0， 即 ;= 旋 时 ，Mc 有 极 值 。 
结论 : 一 段 固定 长 度 为 4 的 移动 均 布 荷载 ， 当 移动 至 两 端点 所 对 应 的 影响 线 竖 标 相 等 
时 ， 其 对 应 的 影响 线 面积 最 大 ， 此 时 量 值 取得 最 大 值 。 


® ppt 


四 


图 10-16 简 支 梁 及 Mc 影响 线 
(a) 简 支 梁 ，(b) Mc 影响 线 


二 、 移 动 集 中 荷载 作用 时 最 不 利 荷载 位 置 


1. 只 有 一 个 移动 集中 荷载 作用 
只 有 一 个 移动 集中 荷载 己 作 用 时 : 当 己 移动 至 影响 线 的 最 大 竖 标 处 ， 量 值 取得 最 大 值 ; 
当 卫 移动 至 影响 线 的 最 小 竖 标 处 ， 量 值 取 得 最 小 值 (图 10-17)。 


| 5 影响 线 


~ 
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mm 
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图 10-17 S 影 响 线 及 荷载 不 利 布置 
2. 一 组 相互 平行 且 间 距 不 变 的 移动 集中 荷载 作用 


实际 工程 中 ， 移 动 集中 荷载 多 为 一 组 相互 平行 且 间 距 不 变 的 集中 荷载 ， 这 时 量 值 的 最 
不 利 荷 载 位 置 ， 需 要 研究 量 值 随 荷 载 移 动 的 变化 情况 。 图 10-18(a) 所 示 的 多 边 形 影 响 线 ， 各 
段 影 响 线 的 倾角 分 别 为 a 、a,、…、Q,， 一般 a 以 逆 时 针 为 正 。 图 10-18 (b) 所 示 为 一 组 相 
互 平行 且 间 距 不 变 的 移动 集中 荷载 ， 每 段 直 线 所 对 应 的 合力 分 别 为 P、P、…、P， 则 它 


LC 


235 


们 所 产生 的 量 值 为 


S=Pyt Pt 汪 p= 


10-18 ”移动 荷载 组 及 多 边 形 影 响 线 


(a) 多 边 形 影 响 线 ，(b) 移 动 荷 载 组 
式 中 ，j1、j.…、ym 为 各 合力 在 影响 线 上 相应 的 竖 标 。 当 荷载 向 右 移动 微小 距离 Ax， 在 此 
移动 过 程 中 ， 各 集中 荷载 都 没有 跨越 影响 线 的 项 点 ， 则 各 合力 了 P 大 小 不 变 ， 相 应 竖 标 jy 增 
量 为 
AyFAx * tan ai 
则 5 的 增 量 为 
AS=Pi :Ayit Py:Ay2 + … + PAyn 
= Pi-Axtan Qi + Py:Axtan @, +"**+ Pr- Axtan CQ 
=Ax -(Pi: tano+P>: tan@,+ **+P,: tano,) 


-xy Ptana, 
i=l 
所 以 
ee 
PR, (10-27) 
车 5S 要 成 为 极 大 值 ， 则 无 论 荷 载 向 右 移 动 (Ax>0) 还 是 向 左 移动 (Ax <0)，AS 均 应 减 小 (AS 


夺 0)。 即 : 荷载 向 右 移 时 ，AS/Ax 三 0， 荷载 向 左 移 时 ，AS/Ax 宝 0， 所 以 ，S 成 为 极 大 值 的 条 
件 是 


当 荷载 向 左 移动 时 ， DPtana, =0; (10-28) 


当 荷 载 向 右 移动 时 ， 字 Ptana, <0。 


i1 


同 理 ，S 成 为 极 小 值 的 条 件 是 


\ 
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当 荷 载 向 左 移动 时 ， DPtana, <0; (10-30) 


当 和 荷载 向 右 移动 时 ，》 Ptana 之 0。 


由 式 (10-28)、 式 (10-29) 可 知 ，S 若 想 成 为 极 值 . AS 必须 变 号 ， 即 无 论 荷载 向 左 移动 或 向 
右 移 动 ， 交 Ptana 都 要 变 号 。 
i=1 


是 各 段 影响 线 直线 的 斜率 ， 为 常数 ， 所 以 若 六 Pana 想 变 号 ， 则 各 段 的 合力 Pi 的 数 


值 必须 发 生变 化 ， 这 种 情况 ， 只 有 当 某 一 个 集中 荷载 正好 位 于 影响 线 的 顶点 时 才 有 可 能 发 
生 。 所 以 当 荷载 稍 向 左 或 向 右 移动 时 ， 使 合力 已 或 AS 变 号 的 条 件 是 有 一 个 集中 荷载 作用 于 
影响 线 的 顶点 ,这 是 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 。 我 们 把 能 使 AS 变 号 的 集中 荷载 称 为 临界 荷 
载 ， 此 时 的 荷载 位 置 称 为 临界 位 置 。 临 界 位 置 可 通过 式 (10-28)、 式 (10-29) 来 判别 。 

一 般 情况 下 ， 临 界 位 置 可 能 有 几 个 ， 所 以 要 求 最 不 利 荷载 位 置 ， 应 先 对 各 临界 位 置 求 
极 值 ， 从 所 有 临界 位 置 的 极 值 中 找 出 最 大 值 或 最 小 值 ， 为 最 不 利 荷载 位 置 。 

一 组 相互 平行 且 间距 不 变 的 移动 集中 荷载 作用 时 ， 确 定 最 不 利 荷载 位 置 可 按 以 下 步 又 
进行 ， 

(1) 将 某 一 集中 荷载 置 于 影响 线 的 一 个 顶点 上 。 

(2) 令 荷 裁 向 左 或 向 右 稍 移动 ， 计 算 Ptana 的 数值 。 如 果 > Ptana 变 号 ， 则 此 荷载 

i=1 i=] 


为 临界 荷载 ， 若 不 变 号 ， 应 换 一 个 集中 荷载 ， 重 新 计算 。 

(3) 将 所 有 临界 位 置 的 极 值 求 出 ， 从 中 选 出 最 大 值 或 最 小 值 ， 该 位 置 即 为 最 不 利 荷载 
位 置 。 

例 10-7 求 如 图 10-19(a) 所 示 简 支 粱 在 移动 荷载 作用 下 截面 及 的 最 大 弯 矩 ， 其 中 
Pi=70kN, P;=130kN, Ps=50kN, Ps=100kN。 

解 : (1) 作 Mx 的 影响 线 ， 如 图 10-19(b) 所 示 ， 各 直线 段 的 斜率 分 别 为 

tanw=3/4，tan o =1/4, tan o= -1/4 
(2) 确定 临界 位 置 。 
Q 试 将 P= 130kN 放 在 C 点 [ 见 图 10-19(c)]。 


荷载 向 左 移 ，》 Ptana, = 130x3/4-(50 + 100)x1/4= 
i=] 


390—150 A 
4 


荷载 向 右 移 : 了》 Ptana, =70x3/4+130x1/4-(50+100)x1/4 -0. 
i=]l 


六 Ptana 不 变 号 ， 不 满足 判别 式 ， 此 位 置 不 是 临界 位 置 。 


@ 试 将 P= 130kN 放 在 DD 点 [ 见 图 10-19(d)]。 
340—150 
0 


荷载 向 左 移 : 》 Ptana =70x3/4+130x1/4-(50 + 100)x1/4 
i 
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图 10-19 例 10-7 图 
(a) 简 支 梁 ，(b) Mz 影 响 线 ， (9) 己 在 C 点 ; (d) 忆 在 DD 点 
时 _70 —280 
荷载 向 右 移 ，》 Ptana, =70X14-(130+50+100)X 1M < 


i=1 


六 Ptana 变 号 ， 满 足 判 别 式 ， 此 位 置 为 临界 位 置 。 
i=l 


0。 


(3) 当 已 在 D 点 时 为 Mx 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 此 时 有 
Me=Y Py, =70X3+130X4+50X11/4+100X7/4=1042.5kKN. m 


如 果 影 响 线 的 图 形 是 三 角形 ( 见 图 10-20), 临界 位 置 的 判别 式 可 进一步 简化 。 设 Pe 为 临 
界 荷载 ，》 PB 为 影响 线 顶 点 左 侧 所 有 的 集中 力 之 和 ， 了 Ps 为 影响 线 顶 点 右 侧 所 有 的 集中 
力 之 和 ， 则 式 (10-28) 可 写成 下 式 : 

荷载 向 左 移动 时 ，( 了 P+ Potana- 》 ,Ps tan p 二 0; 

荷载 向 右 移动 时 ，》 P tana- (Pu + 了,P )tan Bp <0。 

由 于 tang=h/a，tan B=h/b， 所 以 三 角形 的 影响 线 ， 荷 载 的 临界 位 置 可 按 下 式 判 别 : 


Zp 
a b 


Zs < 之 瞧 (10-30) 
a 


例 10-8 求 图 10-20(a) 在 图 示 荷 载 作 用 下 B 支 座 的 最 大 支 座 反 力 。 已 知 Pi=P, =295kN， 


\ 
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P;3= Ps= 435kN. 


(b) P 在 B8 点 
1 
0 0.625 
一 ” 
Rs 影响 线 
(0) RB 影响 线 


图 10-20 例 10-8 图 
解 : (1) 作出 Rs 影响 线 ， 如 图 10-20(c) 所 示 。 
(2) 确定 临界 位 置 。 由 3- 交 Py 可 以 看 出 ， 欲 使 并 Py 中 的 各 项 具有 较 大 的 值 ， 要 求 
i=] i=1 


在 影响 线 顶 点 附近 有 较 大 的 和 较 密集 的 集中 荷载 。 由 此 可 知 ， 临 界 荷载 必然 是 Py 或 P;。 
@ 将 忆 置 于 Rs 影响 线 的 项 点 3B， 有 
295+295 _ 435x2 
6 6 
295 、295+435x2 
6 6 
不 满足 判别 式 ， 所 以 忆 在 B 点 不 是 临界 荷载 。 
@ 将 P; 置 于 Rs 影响 线 的 顶点 B[ 见 图 10-20(b)]， 有 
295+435 435 
ca 
6 6 
295 435+2 


6 6 
满足 判别 式 ， 所 以 P 在 B 点 是 临界 葵 载 。 
(3) 当 已 在 B 点 时 为 Rs 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 此 时 有 
Rpmax— 295x0.75+435x1+435x0.625=298.125kN 


AL 
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10.8 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 及 内 力 包 络 图 


10.8.1 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 和 矩 


当 移 动 荷载 作用 在 简 支 粱 上 时 ， 可 使 简 支 梁 的 任 一 截面 产生 最 大 弯 矩 ， 在 整个 简 支 梁 
的 所 有 最 大 弯 矩 中 ， 有 一 个 截面 的 最 大 弯 矩 是 最 大 的 ， 称 为 绝对 最 大 弯 矩 。 


上 x 小 a 1-x-a | 


加 本 用时 


图 10-21 简 支 梁 及 其 荷载 

要 想 确定 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 ， 必 须要 明确 绝对 最 大 弯 矩 的 截面 位 置 和 此 时 移动 荷 
载 的 位 置 。 如 图 10-21 所 示 简 支 梁 4B 上 有 一 组 间距 不 变 的 移动 集中 荷载 。 由 前 面 所 学 内 容 
可 知 ， 简 支 梁 在 移动 集中 荷载 组 的 作用 下 ， 无 论 荷载 在 什么 位 置 ， 弯 和 矩 图 的 顶点 总 是 在 移 
动 集中 荷载 下 面 。 由 此 判断 ， 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 窍 必然 发 生 在 某 一 移动 集中 荷载 的 作用 
点 处 的 截面 上 。 我 们 可 以 采用 试 算 的 办 法 ， 确 定 到 底 是 哪个 移动 集中 荷载 。 

从 移动 集中 荷载 组 中 任意 取 一 集中 荷载 Pk， 其 作用 点 到 4 支 座 的 水 平 距离 为 x， 简 支 
梁 上 所 有 移动 集中 荷载 的 合力 为 R，R 与 Pk 之 间 的 水 平 距离 为 a,， 由 》,Ms =0， 得 


Ros x-a) 
Px 作用 点 截面 的 弯 矩 为 
M= Rx MF Xx-a) x— Mg 


式 中 ，Mx 为 Pk 以 左 所 有 荷载 对 Pk 作用 点 的 力矩 之 和 ， 它 是 一 个 与 x 无 关 的 常数 。 
当 qdM/dx =0 时 ，M 取得 极 值 ， 即 


dM/d 和 ( 广 2x-a)-=0 


因为 R# 0， 所 以 


广 2x-a =0 
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_Il-a 
zx (10-31) 
结论 : 当 Px 与 对 称 于 梁 的 中 点 时 ，Px 作 用 点 截面 的 弯 矩 达到 最 大 值 ， 为 
M, ce 到 zx 了 -Me (10-32) 


根据 式 (10-32) 可 计算 出 各 个 荷载 作用 点 截面 的 最 大 弯 矩 ， 而 其 中 最 大 的 一 个 就 是 整个 
简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 如 果 移 动 荷载 的 数目 较 多 ， 对 每 个 荷载 均 按 照 式 (10-32) 计 算 ， 则 
计算 量 较 大 。 由 经 验 可 知 ， 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 总 是 发 生 在 梁 跨 中 位 置 的 附近 ， 即 梁 中 
点 处 截面 产生 最 大 弯 矩 的 临界 荷载 ， 也 就 是 产生 整个 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 的 临界 荷载 。 

此 ， 计 算 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 可 按 以 下 步骤 进行 : 

(1) 确定 使 简 支 梁 的 中 点 截面 发 生 最 大 弯 矩 的 临界 荷载 Pk。 

(2) 使 Pk 与 梁 上 移动 荷载 的 合力 R 对 称 于 梁 的 中 点 ， 算 出 该 截面 的 弯 矩 ， 即 为 简 支 梁 
的 绝对 最 大 弯 矩 。 

例 10-9 求 图 10-22 所 示 的 吊车 梁 在 图 示 吊 车 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 弯 矩 。 

解 : (1) 可 能 使 跨 中 产生 最 大 弯 和 矩 的 临界 荷载 及 = 及 或 已 。 

梁 上 所 有 移动 荷载 的 合力 R=P +PR=64kN 

(2) 临界 荷载 与 合力 R 对 称 于 梁 的 中 点 。 

利用 合力 矩 定理 ，a= 0.72Sm， 则 


2 
站 -a(3 a) 了 ax =649x 9 | xl=752.5kN.m 
pr 2 6 


本 到 4 


10-22 吊车 梁 及 其 荷载 


10.8.2 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 


简 支 梁 承受 移动 荷载 时 , 需要 确定 出 各 截面 的 内 力 最 大 值 (最 大 正 值 和 最 大 负 值 ) 作 为 结 
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构 设 计 的 依据 。 我 们 把 简 支 粱 各 截面 内 力 的 最 大 值 按 比例 标 在 图 上 ， 连 成 曲线 ， 该 曲线 称 
为 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 。 

简 支 梁 内 力 包 络 图 的 绘制 方法 : 将 梁 沿 跨度 分 成 若干 等 份 ， 求 出 各 等 分 点 的 内 力 最 大 
值 和 最 小 值 ， 将 最 大 值 连 成 光滑 的 曲线 ， 将 最 小 值 也 连 成 曲线 ， 由 此 得 到 的 图 形 即 为 简 支 
梁 的 内 力 包 络 图 。 

例 10-10 绘制 图 10-23(a) 所 示 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 ，P1=P,=Ps=Ps-200kN。 

解 : (1) 将 梁 分 成 8 等 份 (如 图 10-23(b))， 依 次 取 a=0.1251、a =0.251、…、a=7。 


(2) 求 出 各 等 分 点 截面 的 弯 矩 最 大 值 Momax =925、1450、…; 


(3) 将 这 些 最 大 值 按 比例 以 竖 标 标 出 并 连 成 光滑 的 曲线 ， 便 可 以 得 到 弯 矩 包 络 图 
[图 10-23(c] 按 同样 的 方法 可 绘 出 简 支 梁 的 剪 力 包 络 图 [如 图 10-23(d)]。 

在 实际 设计 中 ， 绘 制 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 需要 同时 考虑 恒 载 和 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 作用 ， 
对 于 移动 荷载 ( 活 载 ) 还 要 考虑 动力 效应 , 一 般 将 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 内 力 乘 以 相应 的 动力 系数 ， 


动力 系数 在 有 关 规 范 中 均 有 明确 规定 。 


| 
£4 


Pn P, P; Py 
4m 1.5m 4m 
(a) 简 支 梁 
0 | 2 和 4 号 6 7 3 
上 16m -| 


2017 
(0) 弯 矩 包 络 图 (kN*m) 


562.5 


n 
8 
导 ~ 


a 
8 
m 


562.5 
181.25 


到 
a 
SS 
m 


562.5 


(d) 前 力 包 络 图 (kN) 
10-23 ” 简 支 梁 的 内 力 包 络 图 
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10.9 超 静 定 结构 影响 线 作 法 概述 


绘制 超 静 定 结构 的 内 力 和 支 座 反 力 的 影响 线 ， 和 静 定 结构 一 样 ， 通 常 也 是 采用 两 种 方 
法 , 即 静 力 法 和 机 动 法 。 


10.9.1 静 力 法 绘制 超 静 定 结构 的 影响 线 

用 静 力 法 绘制 超 静 定 结构 的 影响 线 ， 需 要 先 求解 超 静 定 结构 ， 再 写 出 影响 线 方程 ， 然 
后 根据 影响 线 方程 绘制 影响 线 。 如 图 10-24(a) 所 示 为 一 次 超 静 定 梁 ， 要 求 绘制 支 座 反 力 Rs 
的 影响 线 。 先 求解 超 静 定 结构 ， 建 立 基 本 体系 [图 10-24(b)]， 写 出 力 法 方程 


式 中 


得 到 Rs 的 影响 线 方程 : 


根据 影响 线 方程 可 知 : Rs 是 x 的 三 次 函数 ，Rs 影 响 线 的 形状 为 曲线 [图 10-24(e)]。 


= P=1 
罗汉 可 2 
1 ps 


10-24 ” 超 静 定 梁 及 其 支 座 反 力 影响 线 


(a) 原 结构 : (b) 基 本 体系 ; QM, 图 ; (qd) M6 图; (e) Rs 影响 线 
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10.9.2 ”机 动 法 绘制 超 静 定 结构 的 影响 线 


用 机 动 法 绘制 超 静 定 结构 的 影响 线 , 是 通过 绘制 虚 位 移 图 , 得 到 影响 线 的 轮廓 。 如 图 10-25(a) 
所 示 为 一 超 静 定 梁 ， 要 求 绘制 支 座 反 力 Re 的 影响 线 。 取 Re 为 基本 未 知 量 ， 建 立 基 本 体系 
如 图 10-25(b) 所 示 ， 写 出 力 法 方程 为 


SX +t+Ap=0 
则 =- 和 
11 
式 中 ，@ 为 单位 力 总 =1 在 总 方向 上 引起 的 位 移 [图 10-25(d)]。 由 于 P=1 为 单位 荷载 ， 所 以 
Ap=6p 


式 中 ，6,, 为 单位 力 P= 1 在 双方 向 上 引起 的 位 移 [图 10-25(e)]。 
由 位 移 互 等 定理 可 得 ，6.。=6m ，6, 为 单位 力 员 = 1 在 己方 向 上 引起 的 位 移 ， 所 以 
Re 各 (10-33) 
11 
在 式 (10-36) 中 ， 支 座 反 力 五 和 位 移 6, 都 随 茶 载 的 移动 而 变化 ,它们 都 是 荷载 位 置 x 
的 函数 ， 而 6 为 常量 ， 因 此 式 (10-36) 可 写成 下 式 : 


(10-34) 
当 x 变 化 时 ， 函 数 了 五 的 变化 图 就 是 久 的 影响 线 ， 而 函数 5 (x) 的 变化 图 形 就 是 荷载 作 
用 点 的 竖 向 位 移 图 ， 因此 可 以 得 到 影响 线 与 位 移 图 之 间 的 关系 。 因 为 55,(x) 以 向 下 为 正 , 而 
名 与 6p(x) 反 号 ， 所 以 在 影响 线 中 梁 轴线 上 方 的 位 移 为 正 。 


(b) 


(©) 


(©) © 


图 10-25” 超 静 定 梁 及 其 支 座 反 力 影响 线 
(a) 超 静 定 梁 ，(b) 基 本 体系 ;(c) 5p 图 : (d) 5m 图: (e) Re 影响 线 轮廓 
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例 10-11 如 图 10-26(a) 所 示 为 一 个 四 跨 超 静 定 连 续 梁 ， 要 求 绘制 天 截面 的 剪 力 Ok 以 
及 支 座 Mc. Rs 的 影响 线 。 

解 : (1) 绘制 Or 的 影响 线 。 

去 掉 与 Ox 相应 的 约束 , 使 体系 沿 Ox 正 向 发 生 相应 的 位 移 ， 所 得 的 位 移 图 即 为 Og 影响 
线 [图 10-26(a)]。 

(2) 同样 方法 可 绘制 Mc、Rs 的 影响 线 ， 图 10-26(b) 为 Mc 影响 线 ， 图 10-26(c) 为 Rs 影 
响 线 。 


(a) QO 影响 线 


到 =1 


Re=] 


(c) Rs 影响 线 
10-26 ” 超 静 定 梁 及 其 支 座 反 力 影响 线 


10.10 连续 梁 的 内 力 包 络 图 


结构 中 的 板 和 梁 一 般 都 按 连 续 梁 计算 ， 作 用 在 连续 梁 上 的 荷载 包括 恒 载 和 移动 荷载 ( 活 
载 )， 所 以 进行 结构 设计 时 ， 必 须 同 时 考虑 恒 载 和 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 共同 影响 。 恒 载 作 用 下 ， 
连续 梁 的 内 力 是 不 变 的， 而 移动 荷载 ( 活 载 ) 产 生 的 内 力 随 活 载 位 置 的 不 同 而 不 同 。 为 保证 结 
构 在 恒 载 和 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 共同 作用 下 能 安全 使 用 , 必须 求 出 结构 各 截面 在 恒 载 和 移动 荷 
载 ( 活 载 ) 的 共同 作用 下 的 最 大 内 力 ， 而 其 中 关键 在 于 确定 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 影响 。 求 出 移动 
荷载 ( 活 载 ) 作 用 下 各 截面 的 最 大 内 力 ， 再 加 上 恒 载 作用 下 该 截面 的 内 力 ， 就 可 以 得 到 结构 在 
恒 载 和 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 共同 作用 下 该 截面 的 最 大 内 力 。 
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由 于 移动 荷载 ( 活 载 ) 的 位 置 是 不 断 变化 的 ， 所 以 确定 各 截面 的 最 大 内 力 ， 需 要 确定 移动 
荷载 ( 活 载 ) 的 最 不 利 荷载 位 置 ， 我 们 知道 最 不 利 荷 载 位 置 是 可 以 通过 影响 线 来 确定 的 。 

如 图 10-27(a) 所 示 一 五 跨 连 续 梁 ， 求 支 座 截面 B 的 弯 算 Ms 及 截面 C 的 弯 矩 Mc 的 最 不 
利 荷载 位 置 。 首 先 绘 出 Ms 及 Mc 处 的 影响 线 轮廓 ， 如 图 10-27(b)、(e) 所 示 ， 由 S=gq@w 可 知 ， 
当 移动 均 布 荷载 布 满 影响 线 正 号 面积 时 ， 将 产生 该 量 值 的 最 大 值 ， 布 影响 线 负 号 面积 时 ， 
将 产生 该 量 值 的 最 小 值 .所 以 , 当 移动 均 布 荷载 ( 活 载 ) 布 满 刀 支 座 的 相 邻 跨 及 隔 跨 [图 10-27(c)] 
时 ，Ms 取 得 最 小 值 ; 当 移 动 均 布 荷载 ( 活 载 ) 布 满 第 三 跨 、 第 五 跨 时 ，Ms 取得 最 大 值 。 同 理 ， 
求 截面 C 的 最 大 弯 矩 时 ， 移 动 均 布 荷载 ( 活 载 ) 应 布 满 本 跨 ， 然 后 隔 跨 布 置 [图 10-27(D]; 求 
Me 的 最 小 值 (最 大 负 值 ) 时 ， 应 该 本 跨 无 移动 均 布 荷载 ( 活 载 ) 荷 载 ， 每 隔 一 跨 有 [图 10-27(g)]。 
和 简 支 梁 一 样 ， 连 续 梁 求 出 最 大 内 力 和 最 小 内 力 后 ， 将 它们 按 比例 标 在 图 上 ， 并 连 成 两 条 
光滑 的 曲线 , 称 为 连续 梁 的 内 力 包 络 图 。 


(qd) 


10-27” 超 静 定 梁 最 不 利 荷载 位 置 


(a) 超 静 定 梁 ，(b) Ms 影响 线 ，(e) 求 Mw 的 茶 载 不 利 位 置 ，(g) 求 Mga 的 荷载 不 利 位 置 ， 
(e) Mc 影响 线 轮廓 ;(f) 求 Mamax 的 荷载 不 利 位 置 ，(g) 求 Mcwmin 的 荷载 不 利 位 置 

绘制 连续 梁 的 内 力 包 络 图 ， 首 先 绘 出 恒 载 作用 下 的 内 力图 ， 然 后 将 每 一 跨 单独 布置 移 

动 均 布 荷载 ( 活 载 ) 情 况 下 的 内 力图 逐一 绘 出 。 再 将 各 跨 分 成 若干 等 份 ， 将 每 一 截面 在 恒 载 作 

用 下 的 内 力 值 以 及 移动 均 布 荷 载 ( 活 载 ) 作 用 下 的 内 力图 对 应 的 正 ( 负 ) 竖 标 值 ， 进 行 全 加 ， 得 

到 该 截面 最 大 (小 ) 内 力 值 。 将 上 述 各 最 大 (小 ) 值 按 比 例 用 竖 标 标 在 同一 图 上 , 并 用 曲线 相连 ， 

即 得 到 内 力 包 络 图 。 

例 10-12 如 图 10-28(a) 所 示 为 三 跨 等 截面 连续 梁 ， 梁 上 的 恒 载 q/=16kN/m， 活 载 gq 二 
30kN/m， 绘 制 该 连续 梁 的 弯 矩 包 络 图 和 剪 力 包 络 图 。 
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25.60 


21.98 


10-28 ” 弯 矩 包 络 图 


(a) 三 跨 连 续 梁 ，(b) 恒 载 下 M 图 ; (C) 活 载 在 第 一 跨 的 M 图 ; 
(d) 活 载 在 第 二 跨 的 M 图 ，(e) 活 载 在 第 三 跨 的 M 图 : (9 弯 矩 包 络 图 (单位 ， Nm) 

解 : (1) 作 弯 矩 包 络 图 。 

@ 用 力矩 分 配 法 作出 恒 载 作 用 下 的 弯 矩 图 [图 10-28(b)]。 

@ 作出 每 一 跨 单 独 布置 活 载 情况 下 的 弯 矩 图 [图 10-28(c)、(d)、(e)]。 

@ 将 梁 的 每 一 跨 分 为 四 等 份 ， 求 出 各 弯 矩 图 中 等 分 点 的 竖 标 值 。 然 后 将 恒 载 弯 矩 图 
[图 10-28(b)] 的 竖 标 值 和 所 有 活 载 弯 矩 图 [图 10-28 (c)、(d)、(e)] 中 对 应 的 正 ( 负 ) 竖 标 值 相 加 ， 
即 得 最 大 (最 小 ) 弯 矩 值 。 例 如 ， 在 支 座 B 处 : 

Mpmax=(-25.6)+ 8.00=-17.6kN-m 
pmi=(-25.6) + (-31.98) + (-24.02)= -81.60kN-m 

@ 将 每 个 最 大 弯 矩 值 和 最 小 弯 矩 值 分 别 用 曲线 相连 ， 即 得 弯 矩 包 络 图 [图 10-28(D]。 

(2) 作 剪 力 包 络 图 。 

Q@ 作出 恒 荷 载 作 用 下 的 前 力图 [图 10-29(a)]。 

@ 作出 每 一 跨 单独 布置 活 载 情况 下 的 前 力图 [图 10-29(b)、(c)、(d)]。 

@ 将 恒 载 前 力图 [图 10-29(a)] 中 各 支 座 左 、 右 两 边 截面 处 的 竖 标 值 和 各 跨 分 别 作用 活 载 
时 的 前 力图 [图 10-29(b)、(@)、(d)] 中 对 应 的 正 ( 负 ) 竖 标 值 ， 相 加 即 得 最 大 (最 小 ) 前 力 值 。 例 
如 ， 在 支 座 B 的 左 侧 截面 上 : 

QO “pmax—(—38.40)+ 2.00=-36.40kN 
QO “pmin= (-38.40) + (-67.99) + (-6.00) =—112.39kN 
@ 将 每 个 最 大 剪 力 值 和 最 小 剪 力 值 分 别 用 直线 相连 ， 即 得 剪 力 包 络 图 [图 10-29(e)]。 
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(0) 活 载 在 第 二 跨 的 @ 图 (d) 活 载 在 第 三 跨 的 CO 图 
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(6) 前 力 包 络 图 (单位 : kN) 
图 10-29 ” 剪 力 包 络 图 


复习 思考 题 


. 影响 线 的 定义 ? 

. 如 何 用 静 力 法 作 某 内 力 影响 线 ? 

. 在 什么 情况 下 影响 线 方程 需要 分 段 求 出 ? 

. 什么 是 间接 荷载 ? 如 何 绘制 间接 荷载 作用 下 的 影响 线 ? 

. 机 动 法 作 影 响 线 的 原理 是 什么 ? 

. 什么 是 最 不 利 荷载 位 置 ? 什么 是 临界 荷载 和 临界 位 置 ? 

. 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 与 跨 中 截面 最 大 弯 矩 是 否 相 等 ? 什么 情况 下 二 者 会 相等 ? 

. 什么 是 内 力 包 络 图 ? 它 与 内 力图 、 影 响 线 有 什么 区 别 ? 三 者 的 用 途 分 别 是 什么 ? 
9. 如 何 用 机 动 法 绘制 超 静 定 结构 内 力 ( 反 力 ) 影 响 线 ? 它 与 静 定 结构 的 机 动 法 作 影 响 线 

有 何 异 同 ? 
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习 题 


10-1 作 图 示 悬 臂 梁 支 座 反 力 ML4、R4 及 截面 内 力 Mc、Cc 的 影响 线 。 
10-2 作 图 示 外 伸 梁 支 座 反 力 R4 及 截面 内 力 Mc、Qc、Mp、Qp、Ms、Qs#、Qs 古 的 影响 线 。 


| 
A_C | D 
B A. 2m 
| 2m | 2m | 4m | 3m 
习题 10-1 习题 10-2 


10-3 作 图 示 斜 梁 支 座 反 力 Rs 及 截面 内 力 Mc、Qc、Ne 的 影响 线 。 
10-4 作 图 示 多 跨 静 定 梁 Mp、Qc 的 影响 线 。 


P=1 
A B C D 
二 2m | 4m | 
习题 10-3 图 习题 10-4 图 


10-5 作 图 示 梁 Mc、@c 的 影响 线 。 
10-6 作 图 示 结 构 Me、Mc、Qe、Nep 的 影响 线 。P=1 沿 4B 移动 。 


Pl 


. 


习题 10-5 图 习题 10-6 图 
10-7 作 图 示 结 构 Mc、Qc 的 影响 线 。P=1 沿 DE 移动 。 
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P=1 
» E 
A Cc 
B 
a a a/2 a/2 a/2 | 
习题 10-7 图 
10-8 作 图 示 结 构 Re、Ms 的 影响 线 。P=1 沿 4C 移动 。 
P=l 
Cc 
EN 
力 
1/2 由 1/2 J 
习题 10-8 图 


10-9 单位 荷载 在 DE 上 移动 ， 试 作 Rh4、Mc、9Cc 的 影响 线 。 


| 


习题 10-9 图 


10-10 用 机 动 法 作 图 示 梁 的 Re、Mx、Qx、Qg、Mp 的 影响 线 。 


习题 10-10 


2 由 | chapter 
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10-11 作 图 示 栓 架 Nz、NXp、Nz 的 影响 线 。 


习题 10-11 
10-12 作 图 示 术 架 Ns、Ni 的 影响 线 。 考 虑 P=1 在 上 弦 和 下 弦 移 动 。 


HF 
习题 10-12 图 
10-13 作 图 示 枯 架 NM、 入 ;的 影响 线 。P=1 在 上 弦 移 动 。 
P= 


习题 10-13 图 
10-14 画 出 图 示 梁 Mi 的 影响 线 ， 并 利用 影响 线 求 出 给 定 荷载 下 Ms 的 值 。 
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习题 10-14 
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10 结构 力学 
10-15 试 求 图 示 梁 在 移动 荷载 作用 下 Mc 的 最 大 值 。 


270kN 270kN 200kN 200kN 


A 术 


习题 10-15 图 
10-16 求 图 示 吊 车 梁 在 吊车 荷载 作用 下 支 座 好 的 最 大 反 力 。 
120kN 
120kN 150kN 150kN 
48m 1.2m 48m 
Cc 
Bs 
| 6m | 6m ] 
习题 10-16 


10-17 求 图 示 简 支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 ， 并 与 跨 中 截面 的 最 大 弯 矩 作 比 较 。 


120kN | 20kN 
4m 4m 
TE 
< 
| 12m | 
习题 10-17 


10-18 试 绘 出 图 示 连 续 梁 Re、Mp、Qs、Qsg、ME、QE 影响 线 的 轮廓 。 


P=-l 
4 B E C D 
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